Ecole Polytechnique, promotion 2016 PC-4 Cours MAP433

1 Exercices

Exercice 1. Soit (Xi,...,X,) unn-échantillon d’un modele (R, (R ), {Unif([0,6]) : 6 € R% }).
Soit g : R% — R une fonction différentiable vérifiant limg_,+ 6g(6) = 0.

1. Peut-on choisir T : RT — R de telle sorte que n,gl) =n"! Y ,T(X;) soit un estimateur

sans biaisde g: 0 — g(0) ?

2. Montrer que ’on peut choisir 7 : R — R de telle sorte que n,(lz) =T (Xp:n) OU Xy =
max(Xj,...,X,) soit un estimateur sans biais de g : 6 — g(0).

Dans la suite de I’exercice, on pose g(0) = 6.
3. Comparer le risque quadratique des deux estimateurs n,gl) et n,gz)
(1)

Nn ~ est inadmissible pour n > 1.

. Montrer que I’estimateur

5

4. Pour a > 0, calculer le risque quadratique de I’estimateur 1,; = aXy.,. Montrer que I’es-

(2)

timateur 7], est inadmissible.

Exercice 2. Soit (Z, % ,{pg-1 : 6 € ®}) ot ® C R un modele statistique dominé. Soit 7 un
estimateur sans biais de la fonction g : ® — R telle que pour tout 0 € O, Eg [TZ(Z)] < oo,

1. Montrer que pour tout variable aléatoire P telle que Eg[¥?(Z)] < oo,

{Cove(T(2).¥(2))}?
Varg(T'(Z)) 2 =g LG

2. Soient 6,60 + § € ©. On pose

Po+5(2)
Wz =4 w1 pele)>0
0 sinon

On suppose de plus que pg(z) = 0 implique pg, 5(z) = 0. Montrer que Eg[¥(Z)] =0 et
Cov(T(2),¥(Z)) = g(6 +6) —¢(0) .
3. En déduire une borne sur les estimateurs sans biais de g: 0 — g(0).

4. Sous quelles conditions peut-on en déduire la borne de Cramér-Rao ?

On suppose maintenant que (X1, ...,X,) est un n échantillon du modele
(Ry, B(R4), {Unif([0,6]) : 6 € ®@=R}).

Nous considérons la fonction g(6) = 6.

5. Montrer que pour tout € [—6,0[, nous avons pour tout estimateur sans biais de 0

52
([6"/(6 +8)"]—1)?

Varg(T) =
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6. Soit 0 < ¢ < n. En posant 6 = —c6/n, montrer que la borne inférieure peut s’écrire
0%g,(c)/n?. Déterminer lim,, e g, (c).

7. Discuter le résultat en utilisant 1’Exercice 1.

Exercice 3. Soient t1,...,t, des réels tels que #; # t; pour deux indices i # j. On considere le
modele statistique

(Rn,,@(Rn), {éN(ﬁ] +ﬁ2ti,02) : (ﬁl,[))z,G) S Rz X Ri}) .
i=1

On suppose que 62 > 0 est connu.
1. Déterminer la matrice d’information de Fisher I(S;,3;).
2. Déterminer une borne inférieure sur la variance d’un estimateur sans biais de f3;.

3. On suppose que B, est connu. Donner une borne inférieure sur la variance d’un estimateur
sans biais de f;.

4. Déterminer une borne inférieure d’un estimateur sans biais de B 3;.

Exercice 4. Soit g une densité sur R par rapport a la mesure de Lebesgue vérifiant

/xq(x)dx =0, /xzq(x)dx =1.

Soit (Xi,...,X,), n variables aléatoires i.i.d. distribuées suivant un modele de translation :
1 (x—0
x— p(0,x) = —
p(6,x) = —q < S > :
ol 0 € R est inconnu et ¢ > 0. Pout tout a,, = (a1 4, ,ann) € R", on considere la classe des

estimateurs linéaires, i.e. des estimateurs qui sont des combinaisons linéaires des échantillons.
n
On(a,) := Za,’,nXi .
i=1

1. Déterminer I’estimateur de 8 de risque quadratique minimal dans la classe des estimateurs
(64(a,),a, € R") et sans biais. Déterminer le risque quadratique minimal dans la classe
des estimateurs linéaires sans biais.

2. Calculer une borne inférieure du risque quadratique dans la classe des estimateurs linéaires
(9n<Qn),Qn € Rn)

Exercice 5. Soient (Xj,...,X,) n variables aléatoires réelles i.i.d. de densité exponentielle de
parametre 8 > 0 :
x f(0:x)=0""e 01 (x), 0€O:=RS

par rapport a la mesure de Lebesgue sur R. On note Xi., < Xy, < -+ < X, les statistiques
d’ordre de I’échantillon.
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1. Montrer que la loi jointe des statistiques d’ordre Xi.,;,, X35, - - . , Xi:n admet une densité par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R, donnée par

V15 59n) = frm(0531, y2, ooy y0) =0 F(0531) £(0592) - £(0;30) Ljo<y, <yp <oy} -
On considere la transformation
Zy =nXy.,,, Zp=(n—k+1)Xen — Xk—1y:n) » k=23 (1)
ou de fagon équivalente

On remarquera que le jacobien de la transformation (1) est n!. On notera aussi que pour tout

xiER,
L=

2. Montrer que les v.a. (Zy,...,Z,) sont des variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de
parametre 6 > 0.

M:

(n—i+1)(xi—xi—1), ou, par convention xg=0.
1

Pour tout a,, = (@ 4, ,an,) € RY, on considere I’estimateur donné par

n
7] Qn) = Za,-t,,X,-;,, .
i=1

3. Montrer que

n

n
= Zim; ou mj, =————
}’l) Jg“l ] Jn Jn n— ] + Z:
4. Calculer le biais et le risque quadratique de I’estimateur.

5. Déterminer les poids g, de I’estimateur sans biais de risque quadratique minimal, dans la
classe des estimateurs de la forme (6,(a,),a, € R") [indication : on déterminera les poids
m;j , puis les poids a; ,].

6. Déterminer la valeur des poids g, pour lequel le risque quadratique est minimal dans la
classe des estimateurs de la forme (6,(a,),a, € R").
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