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1 Exercices
Exercice 1. Soit {Xy, k € N} un échantillon de loi I'(2,6) :
x+— p(0,x) = szefexILRJr(x) , 0€0:=RL.
On rappelle que I’espérance d’une loi I'(a,b) est a/b et que sa variance est a/b”. Enfin, si X ~
['(a,b),Y ~T(d,b) et X,Y sont indépendantes, alors X +Y ~ '(a+d',b)
1. Calculer I’estimateur du maximum de vraisemblance.

2. Calculer le biais et le risque quadratique de 1’estimateur du maximum de vraisemblance.

3. Déterminer la loi limite de I’estimateur du maximum de vraisemblance.

Exercice 2. Une variable aléatoire X a valeurs dans R’ suit une loi log-normale de parametre
(n,0%) € R x R* si la variable ¥ = log(X) est normale de moyenne p et variance o2, Cette
distribution est trés couramment utilisée pour modéliser le prix des actifs financiers. Soit {Xj, k €
N} une suite de variables aléatoires indépendantes de loi log-normale de paramétre (6,0) € © =
R,

1. Déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance.

2. Déterminer la loi limite de I’estimateur du maximum de vraisemblance.

3. Construire un intervalle de confiance de probabilité de couverture asymptotique 1 — o pour
o €]0,1].

Exercice 3. Soit {X,,, n € N} un échantillon de densité
x— f(x—0), xeR,0€0:=R,

ou f est une densité eontinte par rapport a la mesure de Lebesgue sur R telle que f(x) = f(—x)
pour tout x € R. Nous allons étudier les Z-estimateurs associés a

y(60,x) =y(x—0)
ou
H1 y: R — R est une fonction impaire, croissante (au sens large) et telle que
limy<0,  limy>0,  sup [ |[y(x—0)[f(x)ALeb(dx) < +oo. (1)
> Feo gcR/R

On définit, pour tout 8 € ©
1 ¢ 1 &
Va(0) :=— ) w(X.0) =) v(X,—0).
= =

La figure 1 montre cette fonction pour différentes valeurs de n, dans le cas ou Y est égale a
% = signe(x) (gauche), ¥.(x) = x (centre) et ¥ (x) = signe(x) (|x| A1) (droite), et f est la loi
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A(0,1) ; de plus, {X;,k > 1} sont i.i.d. de loi .4 (6, 1) avec Oy = 2. En trait épais, on trace
aussi la fonction

0 — W, (0) :=Eg, [v(X1 — 0)]
— [ Yr= 00 (v~ B0)Aan(dx) = [ ¥+ 60 — 6)£(x) Ao

Noter que la condition (1) justifie I’existence de Vg, pour tout 6.

FIGURE 1 — (gauche) cas Y, (centre) cas ¥, (droite) cas ¥, avec k = 1. Pour chacun des cas, on
trace 6 — Y, (0) pour n =2, 10,100 et on trace 6 — Wg,(0) en trait épais. On a pris f = .47(0,1)
et 6y = 2.

1. Montrer qu’il existe 0, tel que

WnZOSur]—oo’én[et 1//”§Osur]én,+oo[

2. Montrer que si ¥ est continue, il existe 8, tel que y,(6,) = 0.
3. Montrer que si ¥ est strictement croissante et continue, alors 0, est unique.

4. Etudier les cas ou Y est une des fonctions suivantes :

X x| <k

: (2)
ksigne(x) |x| >k

To(x) = signe(x),  Yo(x) =x, '}’k(x):{

Dans la suite, on suppose que

H2 v est continue et strictement croissante.
5. Montrer que pour tout 8y € R, I'unique solution de "0 : Wg,(6) = 0 est 6.
6. Montrer que pour tout £ > 0, si 8, < 6y — &, alors W,(8y — &) < 0. En déduire que

,}E’&Peo(én <6p—¢e)=0.
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7. Montrer que la suite d’estimateurs {én, n € N} est consistante.
8. On suppose de plus
H3 que y est dérivable C' et

/72 ) ALeb (dx) < oo, /7/ x)ALen (dx) > 0, 3)

8 > 0, / sup |7 ()£ (6)ALen(dx) < oo. @)

[y—x|<6

Montrer que la suite d’estimateurs {én, n € N} est asymptotiquement normale et déterminer
sa distribution asymptotique. Dans la suite, on notera V [y| la variance limite.

Pour établir la consistance de la suite d’estimateurs, on peut remplacer le jeu de conditions H2
par 7y est croissante et f est strictement positive sur R”. Pour la normalité asymptotique, on peut
juste supposer que Y est “continue, C' par morceaux, et vérifie (3)-(4)”. On compare I’efficacité
relative des estimateurs {én, n € N} obtenus avec ¥y = %, d’une part, et Y = ¥ pour k > 0 d’autre
part (voir Eq. 2).

9. On considere tout d’abord le cas ot f est une loi .4 (0, 62). Comparer (numériquement)
I’efficacité relative en fonction de k (il faut s’aider bien entendu d’un ordinateur : sur la
figure 2(gauche), on représente la variance asymptotique V'[};] en fonction de k - on a pris

2
o =1).

10. Déterminer la variance asymptotique dans le cas ou

f)=(1-ge)p(x)+er'¢(v 'x)

oll ¢ est la densité d’une gaussienne centrée réduite (observer que dans ce cas, T~ ¢ (7 'x)
est une gaussience centrée de variance 7). Sur la figure 2(droite), on représente la variance
asymptotique V|| en fonction de k - on a pris € = 0.01 et 7 = 10.

Ce type de modeles est utilisé en statistiques robustes pour modéliser la présence de
données aberrantes : € est la probabilité de contamination, qui est en général tres petite
et T est la—vartanee 1’écart-type des données “contaminées” que 1’on prend tres grande.
Commenter I’intérét de prendre la fonction ¥, (k < o) plutot que Y.

Exercice 4. La loi de Pareto est couramment utilisée pour modéliser des variables a queues
lourdes. Cette loi a pour densité

xr po(x) =nallx Mg L (x), 6= (a,n) ERS xR,

par rapport a la mesure de Lebesgue. Soit { X}, k € N} une suite de variables aléatoires indépendantes
distribuées suivant la loi de densité {pg, 6 € ®}. On peut vérifier que le modele est régulier.
On suppose o connu.

1. Déterminer I’estimateur 1}, du maximum de vraisemblance de 7.
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tau=10, epsilon=0.01

FIGURE 2 — Panneau de gauche : pas de contamination (cas 6> = 1) ; Panneau de droite : € = 0.01
ett=10

2. Montrer que la suite d’estimateurs {f),,n € N} est (fortement) consistante.
3. Montrer que la suite d’estimateurs {f),,n € N} est asymptotiquement normale.

4. Construire un intervalle de confiance de probabilité de couverture asymptotique 1 — p pour
le parametre 7).

On suppose maintenant que ¢ est aussi un parametre inconnu.
5. Déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance de (@, 7).

6. Montrer que, pour tout &, 17, nous avons

a\™

ou &, désigne I’estimateur du maximum de vraisemblance de «. Déterminer la moyenne
et la variance de &, (on prendra n suffisamment grand).

7. Montrer que &, est un estimateur consistant de o.

8. Déterminer la loi de nn In(&, /). En déduire une fonction pivotale asymptotique pour &,.
Construire un intervalle de confiance de probabilité de couverture asymptotique (1 — ) du
parametre «.

Exercice 5. Soit {Xj, k € N} un échantillon {N(6,1) : 6 e @ =R }.
1. Déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance énMV basé sur (Xi,...,X,).

2. Montrer que pour tout 6 > 0,

3. Déterminer la loi limite lorsque 6 = 0.
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