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1 Exercices

Exercice 1. Nous considérons la suite d’expériences statistiques

<{0, 1}, 2({0,1}"), { 0.0 = ®Ber 0'x))): 6@ = Rp})
ou (xp,...,X,) sont des variables explicatives quantitatives (x; € R?) et

p(r)=(1+e )",
Nous suppose que, pour tout n > p, la matrice [Xy,...,X,] estde rang p. On note L, (0) la fonction
de log-vraisemblance des observations (Y1,---,Y,).
1. Déterminer 6 — L,(0).
2. Montrer que

n

VL, (6) =) {Yi—pi()}xi

i=1

—~ V2L, Z h(07Tx;)x;x ol h=¢(l—0)

En déduire que la fonction 6 — L, () est strictement concave.

3. Montrer que I’estimateur du maximum de vraisemblance 6, est défini comme la solution
d’un systeme d’équations que I’on précisera.

4. Proposer un algorithme pour déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance.

On souhaite établir la normalité asymptotique de /71(6, — @) sous Pg. On fait les hypothéses
suivantes :

— Lasuite {6,, n € N} est consistante.

— Pour tout 0 € O il existe une matrice Qg inversible telle que

lim — Zh GTX, xlx =Qp

n—oo }’l

— SuPnzonflx?:l [1[|* < oo.

5. Montrer que
V2L,(6 R VL, (6
<¢ +Rn) Vn(6,—0)=— n(6)

ol pour tout 6 € @ et € > 0, lim, 0 P, o(||Ry|| > €) = 0.

6. Montrer que n12vL, (0) est asymptotiquement normal.

7. Conclure que v/n(6, — 9) N(O, Qe ).
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8. On note B, le kéme coefficient de la diagonale de (—V?L,(8,)/n)~". Montrer que
n
ﬁmk

9. Construire un intervalle de confiance asymptotique pour le parametre 6; pour k # p.

(Bui— 6) =% N(0,1).

10. En déduire un test de niveau asymptotique o pour Hy : 6, = 0 contre Hy : 6; # 0.
11. Calculer la p-valeur asymptotique de ce test.

Exercice 2. Soit {X, k € N} un échantillon de loi de densité
(91 + 92)_1€_x/9‘ x>0
p (9,)() - —1.x/6
(61 +6,) e/ x<0
On considere le test d’hypotheses
Hy: 6, =6, contre Hy: 6,#6,
1. Construire le test de Wald.
2. Construire le test de Rao.

9:(91,92) E@ZZR:_ XR:_.

3. Construire le test du rapport de vraisemblance généralisé.

Exercice 3. On rappelle qu’une loi Beta(a, B), (o, B) € R x R est une loi de densité sur [0, 1]
donnée par

(o +B) 4 B-1
fle, Bx) = T(a)T(B)" (1=x)"" "1y (%) -
Soit (X,...,X,) des variables aléatoires indépendantes distribuées suivant une loi Beta de pa-
rametre (u,1) et (Yy,...,Y,) des variables aléatoires indépendantes de loi Beta (v, 1). On sup-

pose de plus que (Xi,...,X,) et (¥1,...,Y,) sont indépendantes. On effectue le test
Hy: p=v, contre Hi:u#v.
1. Déterminer le test de rapport de vraisemblance généralisé.
2. Montrer que le test du rapport de vraisemblance généralisé est équivalent au test de fonc-
tion critique
¢(X1, ey X, Y1, ,Ym) = H{Tn,m ¢ [01,62]}
olicy <cpet
Xilog(Xi)

in1 log(Xi) + XiL  log(Y;)

3. Montrer que —log(X;) et —log(Y;) sont distribuées suivant des lois exponentielles et donc
que — YL log(X;) et — Y2 log(Y;) sont distribuées suivant des lois I que I’on déterminera.
Déterminer la distribution sous I’hypothese nulle de la statistique de test, puis déterminer
c] et ¢ permettant d’obtenir un test de niveau o pour o € ]0, 1[.

Tn,m =

4. Supposons que m = m,, est une suite telle que lim,,_sem, /n="7>0ety—m,/n=o0(n""/?).
Montrer que la suite {7, »,,n € N} admet une limite A que 1’on déterminera puis déterminer
la distribution limite de \/n (T}, s, — A ). Proposer une construction du test de niveau asymp-
totique & pour o € ]0, 1.
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