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Chapitre 1

Minimiseurs du risque
empirique

1.1 Classification binaire

Les méthodes présentées dans ce cours seront illustrées dans le probleme
de la classification binaire supervisée, un des problémes les plus simples de
I’apprentissage. Le but est de vous fournir les outils et méthodes pour atta-
quer ce type de problémes d'un point de vue théorique. Vous ne verrez pas
dans ce cours les derniers algorithmes, mais des outils méthodologiques et
mathématiques fondamentaux, communs a différents problémes.

Le but de la classification binaire est d’attribuer une étiquette y € {0, 1}
(retrouver la classe) & un vecteur x € X'. Le vecteur  peut encoder un mail
par exemple et I'étiquette peut étre O si le mail n’est pas un spam et 1 s’il
en est un.

Pour procéder, les algorithmes d’apprentissage supervisés disposent d’un
dataset d’entrainement D,, = {(x;,yi)i=1,..n} de vecteurs déja étiquetés,
possiblement avec des erreurs (certains mails ont pu étre mal classés dans
ce dataset). Le but de l'algorithme est de généraliser a partir de cette base.
Il va chercher a construire une fonction f : X — {0,1}, de fagon a pouvoir
ensuite, pour tout nouveau vecteur X, lui attribuer 1’étiquette f (X). Cette
fonction dépend typiquement de D,,, une information résumée par le chapeau
sur la fonction f plutdt que par la notation plus lourde f(D,, ).

Pour comparer différents algorithmes, on utilise une fonction de perte £
(comme loss en anglais) qui, & toute fonction f : X — {0,1} et a tout couple
(x,y) associe un réel £¢(x,y) mesurant l'erreur commise par le classifieur f
pour prédire I'étiquette y & partir du vecteur . On utilisera dans tout le
début du cours la perte 0 — 1 définie par £¢(z,y) = 1 f(x)#y) Qui vaut donc
1 si le classifieur f a mal prédit 'étiquette y de = et 0 sinon.

En toute généralité, il est possible d’espérer faire des prédictions pour
un vecteur z qu'on aurait déja observé dans la base d’entrainement (i.e.

)
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siz € {x1,...,2,}), par exemple en faisant un vote majoritaire parmi les
y; tels que x; = x, mais dans la plupart des applications, il est illusoire
d’espérer avoir déja observé (plusieurs fois) tous les scénarios envisageables
(un détecteur de spams doit ainsi pouvoir faire une prédiction sans étre
entrainé sur tous les textes possibles).

Pour généraliser a partir d’'un dataset nécessairement partiel, on utilise
un formalisme probabiliste inspiré des statistiques. On voit les données d’en-
trainement comme des réalisations de variables aléatoires (X;,Y;)i=1,..n de
loi inconnue P et la nouvelle donnée (X,Y) comme une nouvelle variable
aléatoire indépendante du dataset d’entrainement, encore de loi P. Muni de
ce nouveau formalisme, on peut définir le risque de tout classifieur f comme
R(f) = E[{4(X,Y)], c'est a dire la perte moyenne (sous la loi P) du clas-
sifieur f. En cherchant & minimiser le risque plutét que la perte, on ne va
plus chercher un classifieur se comportant bien pour toute valeur de x, mais
se comportant bien en moyenne, c’est a dire typiquement trés bien sur des x
“typiques", qui ressemblent & des x; déja observés, et peut-étre moins bien
sur des z; plus atypiques. Cette nouvelle tache a toutes les chances d’étre
plus raisonnable. Formellement, un classifieur f construit & partir des don-
nées d’entrainement est alors un classifieur aléatoire, de sorte que la valeur
de la fonction de risque en un tel classifieur aléatoire R( f ) est elle-méme une
variable aléatoire. Pour le voir, on peut formellement 1’écrire comme

R(f) = E[t (X, Y)|D4]

c’est a dire qu’on intégre la perte par rapport a l’aléa de la nouvelle donnée
uniquement.

Le but de ce premier chapitre est essentiellement de donner les outils
principaux permettant de construire des bornes de généralisation, c’est a
dire des bornes de la forme

P(R(f) > A) <€,

pour quelques estimateurs classiques f .

1.2 Estimateur de Bayes

Au vu du formalisme introduit & la section précédente, un classifieur idéal
minimise le risque, et est donc défini comme n’importe quel élément

[ €argminger R(f) ,

ou Fy désigne l'ensemble de toutes les fonctions f : X — {0,1}. Lorsque ¢
est la perte 0—1, la valeur de ce classifieur idéal (appelé classifieur de Bayes)
peut étre explicitée a partir de la fonction de régression définie informelle-
ment par

nz)=PY =1X=2)=E[Y|X =2] .



1.2. ESTIMATEUR DE BAYES 7

Rappelons que cette fonction de régression vérifie en effet que, pour toute
fonction v : X — R intégrable

E[Y$(X)] = E[n(X)¢(X)] .

Pour exprimer la valeur de ’estimateur de Bayes & partir de n, on va alors
utiliser le fait que y et f(x) valent 0 ou 1 pour écrire

Cr(z,y) = L pyzgy = (L= f(2) + (1 —y) f(z) .

En utilisant la propriété de I'espérance conditionnelle, on a alors, pour tout

I € Fo,
R(f) =EnX)(1 - f(X)) + (1 —n(X))f(X)] . (1.1)

Or, pour tout z € X, la fonction intégrée

0,
L—mn(x) siflz)=1

Pour toute valeur de z, cette fonction est donc minimale pour toute fonction
f* telle que

n(x)(1 - f(z)) + (1 —n(x))f(z) = {77(95) si f(z)

“(g) = 1 sin(x) >1-—n(x)
f@) {O sin(x) <1—mn(x)
)1 sin(z) >1/2,
o sin(x)<1/2 .

La valeur de f* sur ’ensemble {n(z) = 1/2} peut étre choisie arbitrairement.
Autrement dit, tout estimateur idéal f* (aussi appelé estimateur de Bayes)
attribue I’étiquette 1 & x lorsque la probabilité que ¥ = 1 sachant z est
supérieure & 1/2 et 0 sinon (tout ¢a pour ¢a!l).

Notons qu’on déduit alors immédiatement de 1’équation que le
risque de 'estimateur de Bayes vaut alors

R(f*) = E[min(n(X), 1 —n(X))] .

De plus, R(f*) étant clairement une borne inférieure sur le risque R(f) de
tout classifieur, on va chercher a borner, plutét que le risque lui méme, ’'excés
de risque défini par

E(f) = R(f) = R(f") .
Toujours d’aprés I'équation (|1.1)), cet excés de risque vaut alors

E(f) =EnX)(f*(X) = £(X)) + (1 = n(X))(f(X) = [(X))]
= E[(1 —2n(X))(f(X) = fF(X))] -
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Par définition de f*, (1 — 2n(X)) et (f(X) — f*(X)) sont de méme signe,
donc

E(f) = E[lL = 2n(X)[[f(X) = F(XI] -

Rassemblons les informations importantes de cette section dans le théo-
réme suivant.

Théoréme 1. L’estimateur de Bayes minimisant le risque 0 — 1 est égal a

(@) = L@)>1/2) »

o n est la fonction de régression n(z) = E[Y|X = z].
Son risque (pour la perte 0 — 1) vaut

R(f*) = E[min(n(X),1 —n(X))] .
L’exces de risque de tout classifieur f vaut alors

E(f) = R(f) = R(f") = E[|1 = 2n(X) ||/ (X) = f(X)]] -

1.3 Minimiseur du risque empirique

Le classifieur de Bayes f* est un classifieur idéal mais inaccessible en
pratique car la loi P est inconnue, donc la fonction de risque R aussi. Pour
I’approcher, I'idée est de définir plutdét que le risque de tout classifieur f
R(f), le risque empirique

Ralf) = - 305X i)
=1

La loi des grands nombres garantit que R, (f) — R(f), pour tout f € Fo,
en probabilité, cet estimateur est donc raisonnable a priori. Le risque empi-
rique est calculable facilement pour tout classifieur f et il est (au moins en
théorie) possible de minimiser la fonction R,, sur tout ensemble F C Fy de
classifieurs, définissant ainsi le minimiseur du risque empirique

fre argmin se z Ry (f) -

Remarquons qu’on devrait plutot parler des minimiseurs du risque empirique
puisqu’on a le choix de la classe F et rien ne garantit en général 'unicité
d’un minimiseur (quand déja il en existe). Nous conviendrons dans la suite
qu’un tel minimiseur existe et que f; en désigne un particulier s’il y en a
plusieurs. Ceci n’est qu'une convention pratique et le lecteur (suspicieux et)
intéressé pourra vérifier que les propriétés que nous allons donner sur f]: sont
partagées (& de mineures modifications prés dans les notations et quelques
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lourdeurs techniques supplémentaires) par tous les "quasi-minimiseurs" fr,,

tels que

VIEF,  Rulfra) < BalD) 4

Notons que F est un sous-ensemble de Fy en général, et dans 1’essentiel
des cas particuliers également. Ceci n’est pas étonnant : pour la perte 0 — 1
par exemple, pour peu que tous les x; soient distincts (ce qui est le cas p.s.
dés que X et P sont continus), la perte empirique est minimisée sur JFy par
tout classifieur f classant parfaitement les données d’entrainement. Il est aisé
de se convaincre que cette stratégie de surapprentissage revenant a accorder
une confiance aveugle a toutes les étiquettes de ’ensemble d’apprentissage
alors que celles-ci ont pu étre entachées d’erreur est nocive en général et peut
conduire & de mauvaises capacités de généralisation de ’estimateur f]:.

Cela dit, dés lors que f; est défini comme un élément de F, son excés de
risque se décompose de la fagon suivante :

~ N

E(fr) = R(fF) - min R(f)+ min R(f) — R(f") . (1.2)

La encore, par commodité, nous allons admettre l'existence dans la suite
d'un classifieur f7 idéal dans la classe F défini par

fr € argmingcr R(f) -

Ainsi, on a minger R(f) = R(f%) et minger R(f) — R(f*) = £(fF). Dans la

décomposition ([1.2)) de I'excés de risque de l'estimateur fr les deux termes

R(fr) = R(fF) et &(fF) ,

sont positifs presque stirement. Le premier décrit I’erreur commise en mini-
misant sur la classe F le risque empirique plutét que le vrai risque, tandis
que le second mesure I'erreur commise en utilisant le sous-ensemble F plutot
que la classe compléte Fy.

Le choix d’un bon ensemble F est donc le fruit d’'un arbitrage entre ces
deux types d’erreur : d’'un co6té, il doit étre suffisamment simple pour qu’on
puisse garantir un bon controle du terme aléatoire R(fr) — R( f7). Cette
perte se réduisant avec le nombre de données, "simple" est relatif au nombre
de données disponibles. De l'autre, il doit étre suffisamment complexe pour
espérer approcher une grande variété de classifieurs et controler £(f%). Typi-
quement, on voit en particulier que le choix d’un modéle optimal va dépendre
du nombre n de données a disposition et de la complexité du classifieur op-
timal f*. Dans ce chapitre, nous nous concentrons principalement sur la
compréhension du terme aléatoire R( f]:) — R(f7) dans cette décomposition,
méme si nous décrivons rapidement dans la prochaine section les grandes
étapes et types de résultats permettant de contréler le terme déterministe.
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1.4 Controle du biais de modéle £(f7)

Ce terme est indépendant des données une fois le modéle F choisi. Pour
qu’il diminue asymptotiquement avec le nombre de données, il sera donc
nécessaire qu’il grandisse avec n. Le choix d’'un modéle optimal dépend
typiquement d’a priori qu’on a sur la fonction f*. Plus celle-ci est com-
plexe (ce qui est le cas, par exemple si la frontiére entre les ensembles
X, ={x € X : f*(z) = i} est trés irréguliere), plus on va devoir choisir
un modéle F complexe pour que cette erreur soit rendue plus petite qu’une
erreur €. En ’absence d’informations fortes sur cette fonction inconnue f*,
on utiliser des modéles F d’approximation universelle. Pour procéder, on va
suivre généralement les étapes suivantes :

1. On approche f* par sa restriction fj, = f*1x ou K est un "grand"
ensemble compact, par exemple la boule B(0, p) ou p est grand.

2. On approche f*1g par un ensemble F de fonctions "simples".

Cette stratégie peut étre raffinée de diverses fagons, mais elle conduit & deux
types de bornes :

1. Des résultats de consistance universelle, sans hypothése sur f*, car
pour K suffisamment grand ’erreur commise & 1’étape 1 sera plus
petite que € et, si F est suffisamment complexe, ’erreur commise a
I’étape 2 sera elle aussi plus petite que e.

2. Des vitesses de convergence sous hypothéses fortes sur f*, typique-
ment f* est & support compact et a la régularité controlée, de sorte
qu’on puisse avoir une version quantitative des erreurs commises lors
des deux étapes d’approximation dans ’approche précédente.

Vous étudierez plus en détail certaines de ces approches dans la partie du
cours d’Erwan, on va se concentrer dans le reste de ce chapitre sur le controle
du terme aléatoire R(fr) — R(f7) de I'excés de risque.

1.5 Concentration de ’excés de risque

Pour borner le terme R(fr) — R( f#), on procéde généralement en deux
étapes :
1. On utilise la concentration de la mesure pour majorer les déviations
de R(fr) — R(f7) autour de son espérance E[R(fr) — R(f%)].

2. On utilise ensuite diverses méthodes pour controler espérance E[R(fr)—
R(fF)]-
Le but de cette section est de donner des outils de concentration de la mesure
suffisants pour la premiére étape de ce programme. Le gros avantage de cette
approche est son coté non-asymptotique qui permet d’accéder aux ordre de
grandeurs importants, sans avoir & calibrer a priori le modéle F.
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1.5.1 Concentration de la mesure

Le but de cette section est de démontrer I'inégalité de Mc-Diarmid. Ce
résultat est un résultat de concentration de la mesure au sens suivant : Selon
cette théorie, toute fonction réguliere h de variables aléatoires Xi,..., X,
indépendantes est pratiquement constante (et donc & peu prés égale a son
espérance). La théorie formalise cette heuristique.

Pour l'inégalité de Mc-Diarmid, on s’intéresse aux fonctions réguliéres au
sens suivant :

Définition 2. Une fonction h : [, X; — R est dite a variations bornées
par ¢ = (c1,...,cp) si elle vérifie

Vo = (.’Ifl, s 7xn)7y = (yh s 7yn)7 ‘h(l’) - h(y)‘ < chl{xz7éyl} .
=1

Dit autrement, si x et y ne différent que sur la i-éme coordonnées, h ne
dévie que de ¢; au maximum. L’hypothése d’étre & variations bornées revient
donc a étre Lipschitzienne par rapport a une distance de Hamming & poids.

Pour les fonctions & variations bornées, I'inégalité de Mc-Diarmid quan-
tifie le "presque constant" en majorant, pour tout z > 0, la probabilité que la
variable h(X1, ..., X,) dévie de son espérance de plus de z : P(h(X1, ..., X,)—
Eh(X1,...,Xn)] > 2).

Théoréme 3. Soit h: [, X; — R une fonction a variations bornées par
un vecteur ¢ € R™, de norme Fuclidienne ||c|| et X1,..., X, des variables
aléatoires indépendantes. Alors, pour tout s > 0, on a

B le]|?s?
Elexp(s(h(X1,..., X)) — E[h(X1,...,Xn)]))] < exp 3 ,

En particulier, pour tout z > 0, on a

Z2
P(h(X1,..., Xp) = E[R(X1,..., Xn)] > 2) < eXP(‘ ||2C||2) '

Démonstration. On procéde en trois temps.

lére étape : Décomposition en incréments de martingale.

On note Gy = {0, Q} la tribu triviale et, pour tout ¢ > 1, G; la tribu en-
gendrée par Xi,...,X;, de sorte que h(X1,...,X,) = E[h(Xy,...,X,)|Gn],
E[h(X1,...,X,)] = E[h(X1,...,Xn)|Go] et donc

h(X1, .. Xp) —ER(Xy,. . X)) =D A,
=1

A; =E[R(X1,..., X)|G] — E[h(X1, ..., Xn)|Gi1] -
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2éme étape : Controle de la transformée de Laplace via le lemme
d’Hoeffding.

Le lemme d’Hoeffding donne une borne supérieure sur la transformée de
Laplace d’une variable aléatoire bornée.

Lemma 1 (Hoeffding). Soit X wune wvariable aléatoire & valeurs dans un
intervalle [a,b] presque-sirement, alors, pour tout s € R,

2(h— a)2
Elexp(s(X — E[X]))] < exp (“’8’) .

Ce résultat est la pierre angulaire de I'inégalité de Mc-Diarmid. Le lecteur
pressé peut 'admettre dans un premier temps. On en donne deux preuves,
la premiére complétement élémentaire mais fournissant un résultat légére-
ment sous-optimal, la seconde plus astucieuse donnant le résultat avec les
meilleures constantes.

Preuve élémentaire. Notons qu’on a toujours | X — E[X]| < b — a, donc
Elexp(s(X —E[X]))] < Elexp(|s[(b —a))] ,

et par conséquent, si |s|(b—a) > 1, on a |s|(b —a) < s2(b — a)? et donc
Elexp(s(X — E[X]))] < Elexp(s*(b — a)?)] .

Il suffit donc de montrer le résultat pour les s tels que |s[(b —a) < 1. Or,
sous cette condition, on a

+oo
3 s* (X - E[X])

exp(s(X — E[X])) = 1+ s(X — E[X]) Kl

dvpt en série entiére

S~ Jslf (b — a)t
<1+s(X —E[X])+) ———— car [X-E[X]|<b—a

TRk (p — gk
<1+8(X—]E[X])+ZM car k! > 2% 3572

2 % 3k—2
k=2
, So-a)?
=1+ s(X —E[X]) + 2(1 — |s|(b —a)/3)
s*(b— a)?

<1+ s(X —E[X])+ car |s|(b—a) <1

2(1-1/3)
1+ s(X —E[X]) +s%(b—a)?

<
< s(X —E[X]) + exp(s?(b—a)?) car 1 +u < exp(u) .

En prenant l'espérance des deux cotés de la derniére inégalité, on obtient

donc
Elexp(s(X — E[X]))] < exp(s(b — 0)?) .

On obtient donc le résultat avec une constante 1 au lieu de 1/8. O
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Donnons maintenant la preuve fournissant les constantes optimales.

Preuve optimale. Supposons X centrée et posons 9 : s — logElexp(sX)].
La fonction ¢ est de classe C* et vérifie )(0) = 0, ¢/(0) = E[X]/1 = 0 et
enfin

W(s) = E[X? exp(sX)] B <E[X exp(sX)]

2
Elexp(sX)] Elexp(sX)] ) = Varp(U) ,

ou P est la loi sur [a,b] telle que, pour toute fonction g,

exp(sX) }

Ep[g(U)] = E[9<X ) Elexp(sX)]

Cette derniére remarque est la grande astuce de la preuve du lemme d’Hoeff-
ding. En effet, on en déduit

V" (s) :VarP(U_ b;a> <EP[<U— b;a)? . (b—4a)2 |

Finalement, on peut majorer

v = [(wtode= [ [Tw < Lol

O

On peut maintenant conclure la preuve de 'inégalité de Mc-Diarmid. On
procéde pour la premiére partie récursivement en conditionnant d’abord par
Gn_1, de sorte que

n n—1
Elexp(s Y A;)] = Elexp(s Y Ay)E[exp(sA,)|Gn-1]] -
i=1 i=1
Or conditionnellement a X1,..., X,_1, A, est une variable aléatoire centrée

a valeur dans l'intervalle [a, b], ou

a= xirelgfn f(le s anlal'n)

b= sup f(X1,...,Xn-1,%n) -
TnE€Xn

Comme f est & variations bornées par ¢, on a b — a < ¢, p.s. On a donc,
d’aprés le lemme d’Hoeffding

2 2

Efexp(sAn)|Gn_1] < exp (8 ) |
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En procédant récursivement, on obtient bien la premiére conclusion que

TL C 282
Efexp(s 3 A0)] < exp (” ! ) .
=1

Pour la seconde partie du théoréme, on utilise la méthode suivante.

3éme étape : Inégalité de Markov exponentielle.

Soit Z = h(X1,...,Xn) —E[h(X1,...,Xn)] = > A;. On a, pour tout
s> 0,

P(Z > z) = P(exp(sZ) > exp(st)) croissance de = — exp(sx)
E Z
< Elexp(s2)] Markov + exp(sZ) = 0 p.s.
exp(st)
_ Elexp(s 0, A)
exp(st ’

Fin de la preuve : On injecte le résultat de la premiére partie du
théoréme dans l'inégalité de Markov exponentielle, on a

2.2
]P’(Z>z)<exp<—sz—|—”c’és> .

Pour s = 4z/||c||?, on obtient le résultat. O

1.5.2 Application aux maxima de processus empiriques

Dans cette section, on donne une application fort utile de I'inégalité de
Mc-Diarmid. Soient Z1,..., Z, des variables aléatoires indépendantes & va-
leurs dans des espaces mesurables Z1,..., Z,. Soit Gy, ..., G, des ensembles
de fonctions g; : Z; — [a;, b;]. On définit la fonction

fz1,.00 20) = sup Zgz(zz) .

91€G1,...,9n€Gn i=1

On vérifie que f est a variations bornées par le vecteur ¢ € R™ de coordonnées
¢ = bj—a;. Eneffet, si z = (21,...,2,) et 2/ = (2], ..., 2},) sont deux vecteurs

rn
tels que z; = z., pour tout i # j, alors

n

FE—-fE) < s Y (giz) — gi(2)

91€G1,---,9n €Gn i=1

= sup g;(z) — g5(2) <bj —aj; .
nggj

On déduit alors directement de I'inégalité de Mc-Diarmid le résultat suivant.



1.5. CONCENTRATION DE L’EXCES DE RISQUE 15

Théoréme 4. Soient Z1, ..., Z, des variables aléatoires indépendantes a va-

leurs dans des espaces mesurables Z1,...,2,. Soit G1,...,G, des ensembles

de fonctions g; = Z; — |ai, b;]. Alors, la variable aléatoire S = SUDy, €61 .....9n €0 Yoy 9i(Zy)
vérifie, pour tout s > 0,

2 n bz — 2
Blexp(s(S — E[s) < oxp Z =00
En particulier, pour tout z > 0,

52
P(S —E[S] > 2) gexp<—m> .

1.5.3 Concentration de 1’excés de risque

Rappelons que le but du jeu est de majorer le terme R(f]:) —R(f%). On
commence par la remarque suivante

R(fr) = R(f7) = R(f7) = Ra(fF) + Ra(fF) = R(fF) + Ru(fF) — Ru(f3) -
La définition de 'estimateur fr implique que R, ( f 7) — Rn(f7) <0, donc

R(fr) = R(f7) < R(fr) — Ru(fF) + Ru(f7) — R(f5) -

On peut alors majorer "brutalement"

R(fr) = R(fF) < ?lelg{R(f) — Ru(f) + Bu(f7) — R(fF)} -

On pose alors z; = (x;,y;) et

1 .
vieF,  gplz) = (Ui ys) — BOFY) = (Gp (i ys) — R(S)))
de sorte que S = supser ity 97(Zi) = supe p{R(f) — Ra(f) + Ru(fF) —
R(fF)}-

Clairement, g¢(2;) € [—2/n,2/n| donc, d’aprés le théoréme [4| pour tout

z>0,ona

7’LZ2

P(S—E[S]>z)<exp<—2) .

Cette inégalité peut étre réécrite, pour tout d € (0,1),
2log(1/6
P(S—E[S]< Og(/)>>1_5‘
n

De plus, on a

E[S] = E[sup{R(f) — Bn(f) + Bn(f7) — R(fF)}] = E[sup{R(f) — Rn(f)}] -
feFr feFr

Résumons les résultats obtenus dans cette section dans un théoréme.
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Théoréme 5. Le minimiseur du risque empirique sur le modéle F vérifie

R(fr) — R(fF) < R(fr) — Ra(f7) + Ra(f3) — R(fF)

<
< ngelg{R(f) Ro(f) + Ru(fF) — R(fF)} -

De plus, pour tout 6 € (0,1), on a en outre

B RUir) = R(f3) < Bisp(R() — Rl )]+ 2B ) 210

Notons que la premiére partie du résultat est vraie pour toute perte £.
Pour la seconde partie, nous n’avons utilisé que le fait que £¢(z;,y;) € [0,1],
ce résultat est donc également valide pour toute perte bornée & de mineures
modifications pres, et pas seulement pour la perte 0 — 1.

Pour majorer le risque du minimiseur du risque empirique, il reste donc
a majorer le terme

Elsup{R(f) — Rn(f)}] ,

fer

souvent appelé la complexité statistique du modéle F.

1.6 Lemme de symétrisation

Nous allons procéder en deux temps pour cela en établissant d’abord un
résultat général appelé lemme de symétrisation, qui nous permettra ensuite
d’utiliser la théorie de Vapnik-Chervonenkis pour arriver a nos fins.

Dans toute la suite de ce chapitre, on va noter €q,...,¢, des variables
aléatoires i.i.d. de Rademacher (i.e. uniformes sur {—1,1}, indépendantes
de D,,). Le lemme de symétrisation énonce que la complexité statistique est
majorée par la complexité de Rademacher de la classe F.

Définition 6. La complexité de Rademacher de la classe F est définie par
1 n
Rad(F) =E [ sup — Y _ &l (X, Yi)] .
fer i
Théoréme 7 (Symétrisation). On a

Elsup{R(f) — Ra(f)}] < 2Rad(F) .
feF

Démonstration. Soit Z1,..., 2, Z! = (X[,Y]) des données indépendantes

de D, et de €1, ...,€,, de méme loi que D,,, de sorte que, pour tout f € F,

R =B imxi, Y| -k izn;mxz, )| - ilmxz, I,
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Comme on a aussi

on en déduit

Elsup{R(f) ~ Ra(f)}] = | supE |+ Z{ef LX) = X 0N, |

fer feF

Ensuite, on a, pour tout f € F,

*Z{Ef i Y5 _gf(Xl’Yl ?ugnz{gf Xz/sz/ _Zf(X%Y;)} )
&=t

donc
E|; Z{ff LX) (X Y)HD, | < {sup Z{ff (X4, YD)~ 45 (X YOI

Ainsi

1
?EEE[n At (X —@(&m)}\m]

E[sup Z{ef zf(Xz,Y)}u)].

fer i
Finalement,
Efsup{R(f) — Ru(f)}] [sup S (XL YY) —@(Xi,m}] |
feF ferm i—1

On a ensuite, par symétrie de £7(X/,Y;) — £;(X;,Y;), que ces variables aléa-

79 K3
toires ont méme loi que €;(¢¢(X],Y;) — £;(X;,Y;)) (le vérifier en calculant
leur transformée de Fourier par exemple). Par indépendance, on en déduit

alors que

n

Elsup{R(f) — Ra()}] < E{sup LS ey (XL Y) — ey, m}]

feF fer i
1 n
< E| sup el r(X], ] [sup (—€i)? (X-,Y-)} .
[fefzzf it fe]-'n; VIR

On conclut en vérifiant que les deux termes dans cette derniére majoration
sont tous deux égaux a Rad(F).
O
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Les théorémes [5| et [7| permettent d’assurer que, avec une probabilité su-
périeure & 1 — 9,

R(fr) ~ R(3) < 2Rad(F) + 1 2280 (1.9
La majoration de la complexité statistique par la complexité de Rademacher
est & encore valable pour toute fonction de perte ¢ comme vous pourrez le
vérifier. Le but de la fin du chapitre est de décrire comment majorer Rad(F)
en utilisant la théorie de Vapnik et Chervonenkis qui elle, est propre aux
fonctions booléennes, donc a la perte {0,1}.

1.7 Théorie de Vapnik et Chervonenkis

Soit G une collection de fonctions booléennes, définies sur un ensemble
Z, c’est & dire un ensemble de fonctions g : Z — {0,1}.

1.7.1 Dimension de Vapnik-Chervonenkis (VC)

Définition 8. On dit qu’un ensemble fini de points z1, ...,z de Z est éclaté
par G si toutes les fonctions {z1,..., 2z} — {0,1} peuvent étre obtenues par
restriction de fonctions de G, i.e. st

Exemple 9. Sur la droite réelle R, tout ensemble de deux points distincts
est éclaté par U'ensemble G des indicatrices de demi-droites. Il n’existe pas
d’exemples de 3 points distincts qui soit éclaté par cet ensemble G.

Dans le plan Euclidien R?, tout ensemble de 3 points non alignés est éclaté
par la collection G des indicatrices de demi-plans. Il n’existe pas d’ensemble
de 4 points du plan qui soit éclaté par cette méme collection G.

Plus généralement, on peut montrer que, dans espace Euclidien R?, il
existe un sous-ensemble de d+1 points éclaté par ’ensemble G des indicatrices
de demi-espaces, mais qu’il n’existe pas de sous-ensembles de d + 2 points
éclaté par cette collection G.

Définition 10 (Dimension de Vapnik). La dimension de Vapnik VC(G) de
I’ensemble G est le plus grand entier k tel qu’il existe un sous ensemble de k
points de Z éclaté par G mais tout sous-ensemble de k + 1 points de Z n’est
pas éclaté par G.

Ainsi, dans l'espace Euclidien R¥ la dimension de Vapnik de I'ensemble
des indicatrices de demi-espaces est k + 1.
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1.7.2 Le lemme de Pajor

Comme G éclate un ensemble A C Z de cardinal VC(G), on a toujours
Le lemme de Pajor majore |G| par le nombre de sous-ensembles de Z
éclatés par G lorsque Z est fini.

Lemma 2 (Lemme de Pajor). Soit G un ensemble de fonctions booléennes
définies sur un ensemble fini Zy. Alors,

|G| < {A C 2y : A est éclaté par G}| .

Démonstration. On procéde par récurrence sur le cardinal de Zj. Le résultat
est trivial lorsque |Zy| = 0 ('ensemble vide étant toujours éclaté par G), on
suppose que le lemme de Pajor est vrai pour tout ensemble de cardinal n et
on considére un sous-ensemble Zy de cardinal n + 1. Soit zg € Zy et

Go={9€G:9(20) =0}, Gi={g€G:9(20)=1} .

Ainsi, on a clairement |G| = |Go| + |G1].
Définissons & = {A C Zy : A est éclaté par G}. Notre hypothése de
récurrence implique immédiatement que, pour tout i € {0, 1},

Gi| < |Sil, ou Si ={A C Zyp\ {20} : A est éclaté par G;} .
OnaSyUS; CSet
Sol +[S1] = [So USi] + [So NS

On construit alors deux injections, 'une de Sg U &1 dans S et autre de
So N Sy dans S, d’images disjointes, de sorte qu’on aura

1G] = 1Go| + [G1] < |So| + [S1] = [So U S1] + |So N S1| < [S] -

On va noter oy la premiére injection et pn la seconde.
1. SiA €S\ S ouA €81\ Sy, on note py(A) = A.
2. Si A € S NSy, alors, pour tout g : A — {0,1}, il existe fy € So
et f1 € &1 telles que g est la restriction simultanément de fy et f.
Ainsi, les deux ensembles A et A U {xo} sont éclatés par G, et donc
appartiennent a S. On peut donc définir o (A) = A et pn(A) =
AU {330}
Par construction, les deux injections ¢ et ¢n sont donc d’images disjointes
et donc, par hypothése de récurrence, comme annoncé

IS| = [So US1| +|So NSi| = |So| + [S1| = |Gol + |Gi| = |G] -
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1.7.3 Lemme de Sauer-Shelah

Un corollaire important du lemme de Pajor est le résultat suivant, connu
sous le nom de Lemme de Sauer-Shelah, qui fournit une borne sur la crois-
sance des ensembles de fonctions Booléennes définies sur un ensemble fini,
en fonction de la dimension de Vapnik.

Lemma 3 (Lemme de Sauer-Shelah). Soit G un ensemble de fonctions Boo-
léennes définies sur un ensemble Zy de n-points, tel que VC(G) = d. Alors,

o3 ()<(3)

Le lemme de Sauer montre un résultat intéressant de combinatoire : Etant
donné un ensemble F de fonctions Booléennes définies sur un ensemble X,
alors le cardinal de I’ensemble des vecteurs de 'hypercube {(f(z1),..., f(z,)) €
{0,1}"} vaut 2" ou est au plus polynomial < n.

Démonstration. Par le lemme de Pajor
1G] < {A C 2 : A est éclaté par G}

= Z [{A C Zy : A est éclaté par G et |A| = k}| .
k=0

Par définition de la dimension VC, les cardinaux de cette derniére borne sont
nuls pour tous les k > d, ainsi,

d
Gl = Z {A C Zy : A est éclaté par G et |A| = k}|
k=0

d
<Y A C Zo: A =k}
k=0

> (1)

La seconde inégalité est trés classique : Elle est triviale sid > netsid/n <1,
on a

EGE EQE EOE (<



1.8. MAJORATION DE LA COMPLEXITE STATISTIQUE 21
1.8 Majoration de la complexité statistique

Le but de cette section est d’expliquer comment majorer la complexité
de Rademacher & partir de la dimension de Vapnik. Dans toute cette section,
on note G = {{y(-), f € F}, ensemble de fonctions Booléennes définies sur
Z=Xx)Y, et

VC(F) = VC(G) . (1.4)

On suppose dans la suite cette quantité finie.

Le but est de majorer

1 n
Rad(F) =E| sup — el Xi,Yi] .
() Lgn; §(X, X))

On veut appliquer le lemme de Sauer-Shelah et, pour se ramener & des fonc-
tions Booléennes définies sur un ensemble fini, on procéde d’abord brutale-
ment en majorant

Rad(F) < sup E[sup Zezﬁf 2 ] )
21,20 €Z feFrmn

Fixons alors zi,...,2, n points de Z. L’ensemble G, des restrictions
des fonctions de G a z1, ..., z, est alors clairement de dimension de Vapnik
inférieure & VC(F) donc, d’aprés le lemme de Sauer-Shelah, on a

en \ VC@)
|G| < <VC(]—“)> : (1.5)

Pour conclure & la majoration de la complexité de Rademacher, on utilise
alors le lemme suivant attribué & Pisier et Massart.

Lemma 4 (Lemme de Pisier-Massart). Soient Xi,..., Xy des variables
aléatoires telles que

Vie{l,...,N} Vs >0, Elexp(sX;)] < exp(s*K?) .
Alors,

E X;] < 2K /log(N) .
[iefﬁ?ﬁv} il og(N)
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Démonstration. On fixe s > 0 et on utilise les majorations suivantes

1
E[iel{lll%.}.(,N X = ;E[iegl,.z.i.},(N} log exp(sX;)]
1

= —E[log max exp(sX;)] croissance de log
S ie{1,...,N}

1
< —logE[ max exp(sX;)] Jensen

S ie{l,...,N}

1
—logE[ g exp(sXi)] exp(sX;) =0
5 ie{l,...,N}

N

1
< = log(N exp(s*K?)) par hypothése
s

_log N
s

+sK? .

On conclut en appliquant ce résultat avec s = /log N/K. O

Le but est d’appliquer le lemme de Pisier-Massart aux variables aléatoires
Xy, =n"13""  €g(z), pour tous les g € G,,. On doit vérifier 'hypothése sur
ces variables aléatoires. Or, les variables aléatoires €;g(z;)/n € [—1/n,1/n]
et sont centrées donc, d’aprés la premiére conclusion du Théoréme [

2 n 2 9
Vg € Gn, Vs > 0, Elexp(sX,)] < exp <5Zzé(2/”)> = exp (511) )

Il vient donc du Lemme de Pisier-Massart que

1 n
V21,...,2n € Z, E| sup — Lr(z)| =E| max X
: " [feg”;Q 1t Z)} Legi( !

| < /2o

n

En injectant la borne de Sauer-Shelah (1.5 dans ce résultat, on en déduit

Rad(F) < \/QVZ(JT) log (en> (1.6)

VC(F)

Finalement, on peut injecter ce résultat dans la borne d’excés de risque
du minimiseur du risque empirique ([1.3) pour obtenir le résultat suivant.

Théoréme 11. Soit f]: un minimiseur du risque empirique sur un ensemble
de classifieurs F de dimension de Vapnik VC(F) finie. Alors, on a, pour tout
0 €(0,1),

e (i)~ ) <2V g () o 2800 s
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Remark 5. On peut montrer qu’il est impossible en général pour n’importe
quel estimateur de converger a une vitesse meilleure que \/VC(F)/n.

Une premiére conséquence est donc que ’hypothese VC(F) finie ne peut
étre évitée en général, puisqu’aucun estimateur ne pourrait converger Sinon.

Une seconde conséquence est que les minimiseurs du risque empirique
sont “optimauz” au sens ou, en l'absence d’hypothéses sur P, aucun esti-
mateur ne peut converger plus rapidement qu’euz, éventuellement & un log
pres.

Attention toutefois a cette derniére conclusion, puisqu’on peut démontrer
de meilleures vitesses sous des hypothéses sur P.

1.9 Meilleures vitesses

Pour illustrer la derniére remarque, nous allons étudier le probléme jouet
suivant et illustrer comment on peut espérer la vitesse 1/4/n sous de bonnes
hypothéses sur P.

On suppose dans toute cette section que F = {fi,..., far} est un en-
semble fini de classifieurs et que f* € F. Rappelons que, pour tout f € F,
on a établi dans le Théoréme [1| que I'excés de risque de tout classifieur f € F
vaut alors

E(f) = R(f) = R(f") = E[|t = 2n(X)|| f(X) = f*(X)]] -

D’autre part, le Théoréme |5 nous garantit que le minimiseur du risque em-
pirique sur le modéle F vérifie

~

R(fr) — R(f¥) < R(fr) — Ru(fF) + Ru(f¥) — R(f%) .

1.9.1 Inégalité de Bernstein

Soient X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes, X; étant a va-
leurs dans [a;, b;]. Le Théoréme [4f montre que, dans ce cas, avec probabilité
1—9,ona

n n
21log(1/6 1
SO(X —E[Xi]) < K Hog(1/d) = o 1 S (b — a;)
; n 4«
i=1 i=1
Cette inégalité peut s’avérer trés imprécise pour les niveaux de confiance §
assez grands, car I'inégalité de Chebyshev assure que, avec la méme proba-
bilité,
n 1 n
Z(Xi —E[X;]) < 01/%, o~ ZVar(Xi) .
i=1 =1
Comme X; € [a;,b;], on a toujours Var(X;) < (b; — a;)?/4, mais cette ma-
joration peut étre pessimiste. Ainsi, si X; ~ B(p) est une variable aléatoire
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de Bernoulli de paramétre p, on a Var(X;) = p(1 — p) < 1/4, cette inégalité
étant trés imprécise si p est proche de 0. L’inégalité de Bernstein va donner
un résultat plus précis que ces deux inégalités pour les "grandes" valeurs de

J.

Commengons par un lemme donnant un contréle de la transformée de
Laplace de X; faisant intervenir sa variance.

2

Lemma 6. Soit X une variable aléatoire, de variance o<, a valeurs dans

[a,b]. Alors, pour tout s € (0,3/(b—a)), on a

Elexp(s(X — E[X]))] < exp (2<1 —0- a>/3>) |

Démonstration. La preuve reprend essentiellement les mémes étapes que la
premiére preuve du lemme d’Hoeffding. On suppose sans perte de généralité
que X est centrée et on a donc |X| < (b— a) p.s. On en déduit

Elexp(sX)] =1+ Z sk['] dvpt en série entiére
k>2 )
k2 b— k—2
<142 T xE < X2 )
k>2 ’
k2 k—2
s"o” (b —a) k—2
k>2
5202
=1+ somme géométrique .

2(1 —s(b—a)/3)
On conclut la preuve par I'inégalité 1 + u < exp(u) valable pour tout u €

R. O

Pour démontrer l'inégalité de Bernstein, on va utiliser la méthode de
Chernoff (Markov exponentiel). Soit K = max;(b; — a;). Pour tout s €
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(0,1/K) et tout z > 0, on a

B> (X; — E[X.]) > 2) = Plexp(s 3 (X; — E[Xi])) > exp(s2))
i=1 1=1
_ Elexp(s Y0, (X, ~ BIX,)
h exp(sz)
_ Lz, Elexp(s(Xi — E[Xi]))]
exp(sz)

B n s2 Var(X;)
= exp(—sz) EGXP (2(1 — s(b; — ai)/3)>

n s® Var(X;)
< exp(—s2) Z'1;[16)(13 <2(1—5K/3))

52 S Var(Xi)>
2(1 —sK/3) '

<exp<—sz—|—

On utilise alors le lemme d’analyse [7]pour conclure la preuve de 'inégalité
de Bernstein donnée au Théoréme [12

Lemma 7. Soitv >0,c>0, z> 0, alors

} { s2v } v h(cz)
up $2 — ———— o= —=h|— |,
s€(0,1/c) 20 —es) ) 2\ v

ot la fonction h est définie par

h(x):1+mf\/1+2x:%(\/1+2x71)2 .

Démonstration. Notons

5%
P(s) = sz — 1 —cs)
On vérifie successivement que
, v 25 — s%¢c
Pi(s) =z - 21— cs)?
2 —2s(cz +v/2) + $*(z + ve/2)
B (1—cs)?
ez +0/2) (s =1/c)> =1/ + z/[c(cz + v/2)]]
B (1 —cs)?

Il s’en suit que ¥ atteint son maximum en

RUNRY SO T DR VRN TENP ST
c<1 ! (z+v/2c)> c(1 (1422)775)
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ol on a posé x = cz/v. Ce s* vérifie donc

1
(1—ecs")t =1+ 2z, s*(1 —es*) 7! :E(\/1—|—2x—1) .

Il s’en suit que

o6 =" (s - (VT2 - )

2c
= %3*(2374— 1—V1+2z)
- %(1 — (1 +22)"Y2)((1 + 22) — V1 22)
= C%h(:v) .

O

La premiére conclusion de I'inégalité de Bernstein donnée au Théoréme
s’en déduit directement. Pour la seconde partie, on vérifie que

h—l(:c):%[(ux/%)?—l] VTR

et donc, si
902 (K=z 302 [ K%u Ku
“:Kﬂ@ﬂ) e ﬂw>:”%+3'
Théoréme 12. Soient Xq,...,X,, des variables aléatoires, X; étant a va-

leurs dans [a;, b;] p.s. On note
o? = ZVar(Xi), K = max(b; — a;) .
i=1 ’

On a pour tout z > 0,

n

P> (X; —E[Xi]) > 2) < exp ( — ig;(;;)) .

=1

De manieére équivalente, on a aussi,pour tout z > 0,

n
K=z
P<Z(Xi - E[X;]) > ov2z+ 3) <exp(—2) .
i=1
Pour terminer cette section, on va appliquer I'inégalité de Bernstein pour
controler 'excés de risque du minimiseur du risque empirique. Rappelons
qu’on avait démontré

R(fr) — R(fy) <

( A}') - Rn(f]:) + Rn(f;-') - R(f;—')
Il (Zi) = Lp(Zi) = Blly=(Zi) — ¢

n

=

(Zi)]

1

]
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Pour tout f € F, les variables aléatoires X; = W sont indépen-

dantes et a valeurs dans [—1/n,1/n] p.s., donc, d’aprés 'inégalité de Bern-
stein, on a, pour tout f € F et z > 0,

. (Z b B) (20 Bl () = 2, [P ) <o)

n
=1

ot 0F =n"' 31, Var(lp-(2) — £4(2)) = Var(lp-(Z) — £4(Z)).
Par une borne d’union, on en déduit donc que, pour tout z > 0,

P(Hf €F: Z; b(Z0) = £5(2Z) ~ Bl (Z0) = 4 ()] > Uf\/2n7+22> < | Flexp(—2) ,

n n

ce qui implique en particulier que, pour tout z > 0, avec probabilité 1 —
exp(—z),

R(f) = R(f) < af\/

2(log(|F]) +2) | 2(log(|F]) +2) -

n n

(1.7)

1.9.2 Condition de Bernstein

On va pouvoir déduire de la borne précédente une meilleure borne de
risque pour f si on peut relier oy = \/Var({s+(Z) — 4(Z)) a E(f) = R(f) —
R(f*) =E[{;(Z) — £y<(Z)]. L'inégalité de Cauchy-Schwarz assure que

R(f) = R(f") <oy .

S’il s’avére que cette inégalité est précise ou presque, alors on va pouvoir
en déduire de bonnes bornes. Plus précisément, on dit que (P, F, ) satisfait
I'hypothése de Bernstein (C, a), ot a € [0, 1], si

op <CE(f)™ .
Sous I’hypothése de Bernstein, on déduit de (1.7]) que, pour tout z > 0, avec
probabilité 1 — exp(—z),

E(f) SCEW)* Vra(2) +ru(2),  7al2)

On applique alors I'inégalité de Minkowsky ab < p~taP+¢ =109 avec p = 1/a,
= 1/(1 — a) pour en déduire que

. 1 . e
E(f) < 5£(f)+(1—04)[(2@‘“0\/7“n(/2)]1/(1 V4 ra(2)
De maniére équivalente, on a donc

E(f) <201 — )[(20)*C/rn(2)]V A=) 4 21, (2) . (1.8)
Ainsi, on voit que le minimiseur du risque empirique converge a la vitesse
n~N/Q(=2)) qui est toujours meilleure que 1/+/n, si (P, F, ) satisfait I'hy-
pothése de Bernstein (C, ). On va maintenant s’intéresser aux hypothéses
sur P permettant de vérifier cette hypotheése.

_ 2log(1F) +2)

n
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1.9.3 Hypothéses de marge

Il s’agit de majorer la variance par ’excés de risque. On a d’une part

of = \/Var(ﬁf* ) =L (Z \/E [(p(Z) = £4(2))?]
= \JE[t3-(2) ~ £4(2)]) = VE[F(X) - (X ,

et d’autre part

E(f) = R(f) = R(f*) = E[|t = 2n(X)||f(X) = f*(X)]] -

Il n’est pas surprenant que 'hypothése de Bernstein puisse étre vérifiée sous
des conditions de marge, sur la loi P, i.e. sous des hypothéses sur la pro-
babilité que n(X) soit proche de 1/2. Notons qu’il est raisonnable d’espérer
pouvoir construire de meilleurs classifieurs sous de telles hypothéses : si (X))
a peu de chance d’étre proche de 1/2, alors X apporte une information plus
pertinente sur ’étiquette Y, donc on doit pouvoir utiliser cette information
pour proposer un meilleur choix de Y.

Définition 13 (Marge dure). On dit que P wvérifie la condition de marge
dure s’il existe h € [0,1/2] tel que

In(X)—1/2| > h, p.s. .
Sous I'hypothése de marge dure, on a
E(f) = E[I1 — 29(X)|[f(X) — f(X)[] = 2hE[| f(X) — f*(X)|] > 2ho7 .
On en déduit que (P, F, £) satisfait 'hypothése de Bernstein ((2h)~1/2,1/2),

done que
() < (g5 +2)mle) -

Il existe une version plus douce de I’hypothése de marge.

Définition 14 (Marge douce). On dit que P wvérifie la condition de marge
douce s’il existe C > 0 et 3 tel que

VYhe[0,1/2],  P(n(X)—1/2| <h)<CRH’ .

Si P vérifie 'hypothése de marge douce, on a

#44) = Bl =20l7(6) = (01
> E[)1 - <X>|1W) s (X) = F(X))]
> h(E[f(X) - < )I]— E[L{jy0x)-1/21<my |7 (X) = £ (X))
> hE[F(X) - — VBn(X) — 1721 < WE[F(X) — (X))
> W(E[|f(X) — [*(X)]] - \/OWE[|F(X) - f(X)]]) -
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Cette inégalité étant vraie pour tout h, on peut le choisir tel que

E[lf(X) -

29

Bl (X) (Ol = 2/en Bl 70 - (0l e = (FHDZ

On a alors

£(F) > SHE[F(X) ~ (X))

- (E[fX) = FX))HP
- 2(4C)V/8

2(1+1/8)
9

> .
2(4C)1/P

Ainsi, ’hypothése de Bernstein est satisfaite avec

_ 1/8\8/(2(145)) __ B
C = (2(4C)V/8)B/(1+8)) =G

f*(Xm)W |

En injectant cette information dans la borne générique d’excés de risque sous
condition de Bernstein , on déduit que le minimiseur du risque empirique
converge, sous hypotheése de marge douce a la vitesse n(8TD/(B+2) yitesse
qui interpole entre la vitesse 1/y/n qu’on retrouve pour 8 = 0 (i.e. sans

hypothése de marge) et la vitesse rapide 1/n qu’on retrouve pour /8
(i.e. sous hypothése de marge dure).

— 0
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Chapitre 2

Apprentissage avec pertes
convexes

Le but de ce chapitre est de se rapprocher d’un cadre plus pratique. Le
gros défaut de I’approche avec perte 0 — 1 vue au chapitre précédent est que
les minimiseurs de risque empirique

f € argminc = Rn(f) |

sont solutions d’un probléme NP-hard en général, et donc difficilement calcu-
lable, ou méme approchable en général. .’idée de ce chapitre est de remplacer
la perte 0 — 1 par une perte convexe de maniére a définir un minimiseur de
risque empirique solution d’un probléme convexe, donc beaucoup plus fa-
cile a approcher en général. Nous en profitons pour présenter la méthode de
localisation qui est utile pour déduire des vitesses rapides.

2.1 Régression logistique

Dans tout ce chapitre, les données Z, Z1, ..., Z, sont des variables aléa-
toires i.i.d. de méme loi P. Chaque Z; = (X;,Y;) est un couple, X; est un
vecteur & valeurs dans X = R et Y € Y = {—1,1} décrit la classe de 'ob-
jet X;. Pour fixer les idées, on va supposer pendant tout le chapitre que X
est un vecteur Gaussien standard de R?. On note Z = X x V. L’ensemble
mesurable © = R? des paramétres § € O indexe les classifieurs linéaires
fo(x) = Sign({x,0)). La fonction de perte £: © x Z — R, (0, z) > £y(2) est
la perte logistique qui s’écrit

lo(z,y) = p(—y (0,2)),  p(u) =log(1l+ exp(u)) .

Elle mesure 'adéquation du paramétre 6 a la donnée z, i.e. la qualité de la
prédiction de y par fg(z). En effet, si y et fy(x) sont de méme signe, la perte

31
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est plus petite car @ est une fonction croissante. Le risque de tout parameétre
0 € © est mesuré par

R(0) = Pty =Elly(2)] .

Si 6 est un paramétre aléatoire dépendant des observations D,, = (Z1, ..., Zy),

A~

alors R(f)) = P{; est une variable aléatoire définie formellement par
R(0) = Pty =E[(4(2)|Dy)] .

Le gros avantage de remplacer la perte 0 — 1 par la logistique en pra-
tique est que le probléme d’optimisation définissant le minimiseur du risque
empirique :

6 argmingcg P fy, P,g=— Zg(Zi), Vg: Z >R .

est un probléme convexe car © = R est convexe, dont on peut approcher
facilement la solution par un algorithme de descente de gradient.

D’un point de vue théorique, ce cadre va permettre de développer la mé-
thode de localisation, qui permet de démontrer des vitesses rapides pour les
minimiseurs du risque empirique comme nous le verrons dans la section [2.2

En revanche, une grosse différence avec la perte 0 —1 est que la logistique
n’est pas bornée. En particulier, on ne peut donc pas utiliser a priori I'inéga-
lité de Mc-Diarmid comme on I’a fait au chapitre précédent pour concentrer
le supremum du processus empirique. Nous allons donc développer de nou-
veaux outils de concentration dans ce chapitre pour majorer le risque du
minimiseur du risque empirique.

2.2 Localisation
On souhaite tirer partie du fait que l'estimateur du risque empirique
6 c argmingcg Prlyp
doit étre proche que sa cible
6* € argmingcg Ply .

Alors, la majoration utilisée au Théoréme [f

(P — Pp)(L; — Lo=) < sup(P — Py,) (Lo — Lo~)
0c6

est pessimiste et doit pouvoir étre améliorée en une inégalité

(P — Pn)(ﬁé — g@*) g sup (P — Pn)(£9 — £9*) N
eV (6*)
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pour un voisinage V(6*) de 6* bien choisi.

On va procéder indirectement en montrant qu’il suffit de contréler le
processus empirique (P — P,,)({g — {p~) uniformément sur un voisinage V(6*)
de 6* pour en déduire une vitesse de convergence pour 6. Pour cela, on fait
d’abord la remarque clé suivante :

Remarque clé 1 : Si, pour tout 0 ¢ V(0*), P,ly > P,ly«, alors, comme
par définition Pply < Pply+, on a nécessairement 0 cV(6*).

Cette premiére remarque est toujours vraie et implique donc que, si on
montre que

V%IQl*f)c P,(lg — Ly«) >0,
alors ) € V(6*). Ce n’est pas encore un argument de localisation car il s’agit
de controler le processus empirique hors d’un voisinage. Pour se ramener a
un argument de localisation, on va utiliser la convexité.

Remarque clé 2 : Si, pour tout 0 sur la frontiere 0V(0*) de V(6%),
Pty = Pyly-, alors, on a pour tout 8 ¢ V(0%), Uexistence d’un t € (0,1) tel
que 0* +t(0 — 0%) = t0 + (1 — t)0* € OV(0%), et donc, par stricte convexité
de 0 — Pnfg ,

0< Pn€t0+(1—t)9* — Pnfg* < tPnEQ + (1 — t)Pngg* — Pnfg* = tPn(gg — 69*) .

Done, d’apres la premiére remarque clé, on a 6 € V(6%).
On a ainsi un vrai argument de localisation :

(Po(ly — lg) =0 VO € dV(0%)} —  hevo) .

Pour montrer que P, (¢y — lp=) = 0 pour tout § € 9V(0*), on procéde géné-
ralement en deux temps en décomposant

P (lg — Lg~) = P(lyg — Ly=) + (P, — P) (Lo — Ly~)

> inf  P(fg — ly«) — P—P,)(ly — Ly~) . 2.1
FRLE (Lo — Lo+) 965;1(19)*)( )(lo —Cg=) . (2.1)

On se raméne ainsi & des choses semblables & ce qu'on a vu au premier
chapitre : on va déduire des bornes sur les minimiseurs du risque empirique
si on est capable :

— de controler uniformément le processus empirique (P — P,,)(¢g — {g+)

sur un voisinage de 0%,

— de minorer uniformément ’excés de risque sur ce méme voisinage.

Nous allons montrer dans les prochaines sections les résultats suivants.
Soit M* la matrice de I'application linéaire qui envoie 6* sur 6* /(1 + ||6*||2)?
et les vecteurs u orthogonaux a 6* sur u/(1 + ||6*||2). La matrice M* est
symétrique et positive, elle définit les ellipsoides

r€ = {t e R I Mt <72} .
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Soit alors rg le plus grand r tel que r€ est inclus dans la boule de rayon
|0*(|2/2. On a,

VtergE,  Pllgesy —lo) < tTM*t .

En particulier, il existe donc une constante numérique telle que, pour tout
T < To,

inf P(lgery — lge) = cr? .

dnt P(bor —Lo+)
De plus, il existe une autre constante numérique C' telle que, pour tout
0 € (0,1), avec probabilité 1 — J, on a

CComp(€&, )
P = P)(lgesy — lgr) < — 22020
f;g( )(los 1t — Lo+) Jn "

Comp(&,0) = \/IW*IB +d(1+[10]|2) + V/(67]° v 1) log(1/5) .

En injectant ces contrdles dans la borne inférieure (2.1)), on en déduit que,
avec probabilité 1 — §, pour tout r < rg et tout 6 tel que 6 — 6* € r&,

,  CCompl(€,0)

P, (lg — lg«) = cr NG

ro.

Cette derniére quantité est > 0 si

C Comp(€&,9)
> -
T2 vn

Ainsi, si
C Comp(£, ) <ro .
c vn

on peut en déduire que

c C Comp(£, 6)

6— 6
c vn

€,

ce qui équivaut en particulier a

Comp(&, 6)?

P(l;— o) < C'
(b —Llog+) < C "

On voit ainsi que la méthode de localisation conduit & des vitesses de conver-
gence en 1/n pour l'excés de risque du minimiseur du risque empirique.

Le but de la section [2.3| est maintenant de donner les éléments pour
comprendre le comportement de I'excés de risque tandis que la section [2.4]
développera les outils pour majorer le processus empirique.
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2.3 Excés de risque

Le but de cette section est de comprendre comment gérer le premier
terme dans l'inégalité (2.1). La fonction ¢ étant réguliére, on peut utiliser
un développement de Taylor pour écrire, pour tout x, h,

(x4 h) — p(x) = hy'(z) + h? /01 O"(x +uh)(1 —u)du .
On en déduit
Coeri(x,y) — lo-(z,y) = @(—y (z, 0" + 1)) — p(—y (x,0))
=y ) ) + 0 [ )1
En prenant ’espérance, on obtient
P(lgeqy — L) = (L,8) +tTQut

ott L = VPl et Q= P[([} ¢"(—Y (X, 0" +ut))(1 — u)du) X XT].
Une premiére premiére remarque élémentaire est que, comme 6* est le
minimiseur de Pfy«, on a £ = 0 et donc

P(lyeyy — Ly-) = tTQut .

D’autre part, en conditionnant par X et en notant n(z) = E[Y|X = z] la
fonction de régression, on peut écrire

P(o" (=Y (X,0% +ut)) X XT)
— E[(n(X)¢"(— (X, 07 +ut)) + (1 — (X)) (X, 0 +ut))) X X7] .
D’autre part, on vérifie que la fonction logistique vérifie
() = ¢'(2)¢ (—2) ,
donc en particulier ¢’ (—z) = ¢"(z) et donc
P(" (=Y (X, 0" + ut) X XT) = B[¢" (X, 0" + ut)) XXT] .

Rappelons que X est un vecteur Gaussien standard de R%. On peut vérifier
que, si ||t|l2 < [|6*||2/2, en notant u* = 6*/[|6*||2,

2 2
{t, u") [£]13 — (¢, u*)

E[p" (X, 0" +ut)) XXT] =< =tI'M*t |, (2.2)
(L4 10%]|2)? 14 [16*(]2
ou
(1 + [16*[|2)~° 0 0
0 14 [|16%2) 7" 0
M* — P ' (L +1167]]2) | ' P

0 0 (L+]6*l2)~"
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et P est la matrice de passage de la base canonique vers la base de premier
vecteur u* complétée en une base orthonormée de R?. Sans faire le calcul
précis (que les courageux s’y attélent!!), on peut se convaincre de cette
affirmation en rappelant que, comme X est un vecteur Gaussien standard,
on a, si (v,u*) =0, (v, X) et (u*, X) indépendants. De plus, par régularité
de ¢, la matrice Q; =~ Q = E[p"({X,0%)) X XT] pour les petits ¢t. Enfin, en
notant G ~ N(0,1) une Gaussienne standard,

()T Qu" = E[¢"(|6%]:G)G?
tandis que, pour tout v orthogonal a u*,
v Qu = El¢"(|10*[12G)|EIG?]

On a alors, comme ¢”(x) est presque nulle hors d’un compact de taille
constante,

" * 2 /110712 2 1 " * 1
Bl (101:0)6%) = [ o= i B0 <
—K/[6*]|2 164112 161l

En intégrant 1'équation (2.2]), on voit que I’excés de risque se comporte
de la fagon suivante :

Vit < [16%]2/2, P(lgeyy — o) < tTM*t .

En particulier donc, il peut étre minoré de la fagon suivante : Pour tout
r > 0, soit 7€ = {t € R : tTM*t < 72} et soit g tel que 7€ soit inclus
dans la boule Euclidienne de rayon ||#*||2/2. Alors, il existe une constante
numérique ¢ > 0 telle que

Vr < rg,Vt € Oré, P(Lyge iy — Lo+) > cr? .

2.4 Majoration de processus stochastiques

Dans cette section, on explique comment majorer le processus empirique
(P — P,)(lg«yt — p+) uniformément sur ellipsoide r€. Pour cela, on va
prendre un peu de recul et noter (X;);cr un processus stochastique, c’est a
dire une collection de variables aléatoires & valeurs réelles indexées par un
ensemble fini 7. On s’intéresse a l'obtention de majoration de sup;cp X;.

L’idée est d’appliquer les résultats généraux que nous allons développer
ici au processus X; = (P — P,,)(lg=4++ — lg~). Ce processus n’est pas indexé
par un ensemble fini, mais séparable dans les applications, de sorte que

sup X; = sup sup X;
teT TOCT,|T0‘<OO teTy
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et I'extension du cas fini au cas séparable se fait par simple application du
théoréme de convergence dominée. On laissera au lecteur intéressé le soin
de vérifier les détails de cette extension. Par ailleurs, on va toujours faire
I'hypothése E[X;] = 0 et comme X = 0, on va aussi supposer 0 € T" et que
cette hypothése est vérifiée en général.

Avant de majorer sup;cr X¢, on va s’intéresser aux hypothéses sous les-
quelles on sait majorer X; seul. On passera ensuite a un résultat uniforme.

2.4.1 Majoration d’un X,

Rappelons que l'idée est d’étendre le résultat vu au premier chapitre
déduit de I'inégalité de Mc-Diarmid, & des pertes convexes, donc non-bornées.

Le résultat suivant caractérise précisément les variables pour lesquelles on
est capable de montrer une inégalité de déviation aussi bonne que 'inégalité
de Mc-Diarmid.

Théoréme 15. Soit X une variable aléatoire. Les propri€tés suivantes sont
équivalentes.

(i) Pour tout x > 0, P(|X| > z) < 2exp(—22/K?%).

(ii) Pour tout entier p > 1, | X|, := E[|X|P]'/? < Ka\/p.

(iii) Pour tout |s| < 1/K3, Elexp(s>X?)] < exp(s?K3).

(iv) Elexp(X?/K3)] < 2.
St de plus, X est centré, alors ces propriétés sont aussi équivalentes a

(v) Pour tout s € R, Elexp(sX)] < exp(s?K3?).
St on a une de ces propriétés, on dit que X est sous-Gaussienne et les diffé-
rents K; ne difféerent que d’une constante numérique multiplicative. La plus
petite constante Ky telle que (iv) est vérifiée est appelée la norme sous-
Gaussienne de X, elle est notée || X||y,-

On a utilisé dé¢ja & de nombreuses reprises le résultat (v) = (7). On
a vu que l'inégalité de Markov exponentielle implique que, si (v) est vérifiée
pour une constante K3, alors (i) est vérifiée avec K; = 2K5.

En exercice, vous pouvez vérifier qu'on a nécessairement E[X] = 0 si (v)
est vérifiée.

Démonstration. On prouve la chaine d’implications.
(i) = (ii) Supposons K7 = 1. Alors, pour tout p > 1, on a

+o0
E[|X|P] :/ P(|X [P > t)dt car | X|P >0 as.
0
+oo
= p/ P(|X| > w)uP~'du  en posant t = u?
0

+oo
< p/ (u?)P/? 1 exp(—u?)2udu
0

=pl'(p/2) en posant u? =v .
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On utilise alors les estimés suivants de Stirling, qui sont vérifiés pour

tout & > 0,
x

(&

11, <p1/p\f <205 .

Soit maintenant K1 > 0, alors P(|X/K1| > /K1) < exp(—(x/K1)?),
donc | X /K| vérifie (i) avec Ky = 1, donc || X/K1l[, < 2,/p et donc
X[}y < 21 /5.

(ii) = (iii) Supposons K3 = 1. On développe I'exponentielle en série
entiére pour obtenir

On a alors

+<><> s2K Lk ok
E[exp(s* Fk—i—l \Zs .

La derniére inégalité vient alors de (2.3). Cette derniére borne supé-
rieure est finie si |s| < 1/4/e et alors

1
1—es?

Elexp(s*X?)] <

De plus, pour tout |s| < 1/4/2¢, on a
es?
1—es?
Soit alors Ko > 0, alors || X/Ksl|, < \/p pour tout p > 1 et donc pour

tout |s| < 1/v/2e
Efexp((s/K2)2X?)] < exp(2eK2(s/Ka)?) |

Elexp(s?X?)] < 1+ <1+ 2es® < exp(2es?) .

On a donc, pour tout |s| < 1/v/2eK2, Elexp(s2X?)] < exp(s?2eK3).
(iii) = (iv) est triviale.
(iv) = (i) Soit >0, on a

P(|X| > z) = P(exp(X?/K}) > exp(z®/K})) < 2exp(—a?/K})

le derniére inégalité étant une conséquence de l'inégalité de Markov.
(iii) = (v) Soit s € R. Si |s| < 1/K3, on utilise I'inégalité exp(z) <
x + exp(x?) qui donne

Efexp(sX)] < Elexp(s*X?)] < exp(s2K3) |
Si |s| > 1/K3, on utilise la majoration sz < $5?K% + £ K2 pour obtenir

Elexp(sX)] < exp(s”K3 /4)Elexp(X?/K3)]
< 2exp(s*K3/4) < exp(s°K3) .
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(v) = (i) Soit z > 0, on a d’apres 'inégalité de Markov exponentielle
P(X >z) = ing P(exp(sX) > exp(sz))
s>

< iI>118 exp(—sx + log E[exp(sX)])

= exp(— igg{sx —logElexp(sX)]}) . (2.4)

Si (v) est vérifiée, on a alors

P(X > ) < exp(—sup{sz — s°K2}) = exp(—2?/4K?) .
>0

De méme, on a
P(X < —z) =P(—X > z) < exp(—2?/4K?2) .
Finalement
P(|X| > z) < 2exp(—2?/4K?2) .
O

Rassemblons avant de terminer cette section quelque remarques qui s’avé-

reront utiles.

1. La premiére est que [|.X ||y, définit bien norme. (En particulier, vérifiez
que 'inégalité triangulaire découle de la convexité de la fonction z +—
exp(x?)).

2. La seconde est que, si || X ||, < K, alors

X = E[X]lly, <Xy, + [E[X]] < ClX]ly, < COK .

La premiére inégalité vient du fait que ||-||y, est une norme, la seconde
du point (ii).

3. Les variables bornées sont sous-Gaussiennes. En effet, si X € [a, D]
p.s., alors | X —E[X]||y, < (b—a)/log?2 car exp(—log 2(X —E[X])?/(b—
a)?) < 2 p.s. Ainsi, le point (iv) est vérifié. Le lemme d’Hoeffding
montre aussi que (v) est vérifié avec K5 = (b — a)/V/8.

4. Une variable aléatoire peut ne pas étre bornée mais étre sous-Gaussienne.
Par exemple, si X ~ N(0,0?) et ¢ est une fonction L-Lipschitzienne,
alors Y = ¢(X) — E[p(X)] est sous Gaussienne. En effet, si X' ~
N(0, 0?) est indépendant de X, E[p(X)] = E[p(X")|X], donc

E[exp (SQYQ)} < E[exp (s*(p(X) — go(X’))Q)} Jensen
<E[exp (L?s*(X — X')?)] Lipshitz
=E[exp (2L%s°X?)] X — X' ~V2X

_ o i_ 2.2),2 dz
_/exp< <202 2Ls>x>m
1
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Il s’en suit que ||Y|y, < 40L/V/3.
Vérifions que les variables Xy = (P—P,)({g+4+—{p+ ) sont sous-Gaussiennes.
Le vecteur X étant un vecteur Gaussien standard, on a pour tout vecteur u
de la sphére unité (u, X) ~ N(0, 1), donc, pour tout |s| < 1/+/2,

1 dx 1
. : ,XQ :/ <_(_ 2) 2) N S ) -
[exp (5% (u, X)*)] Rexp 55 | NGT 0 exp(s”)
Ainsi || (X, u) ||y, = 1/1/1log2 =: Cy. On en déduit

e )

<E[ex ((<>>2>] o1 — Lipschitz

C3litll3

ol (55)] e

oy (MY

Ainsi [|(Lg+4t — Lo+ ) (X, Y)||ypp < Cp. Par la remarque sur le centrage, il existe
donc une constante numérique C; telle que

(Lot — Lo )(X,Y) — P(loryt — Lox)|| gy

Par la caractérisation (v), on a donc, pour tout s € R,
E[exp (s(lge 41 — lo-)(X,Y) — P(lge 11 — €g+))] < exp (C5|t][35%) -

Par indépendance, il s’en suit donc que, pour tout s € R,

< Ciftllz -

2 2.2
E[exp (s(Py — P)(lgess — lg-))] < exp (Ws) .

n

Autrement dit

Cs|t]|2
vn '

La concentration de X; s’obtient alors en utilisant la premiére caractérisation

des variables sous-Gaussiennes. Résumons les résultats obtenus dans cette
section dans le résultat suivant.

Théoréme 16. [ existe des constantes numériques C,C’ telles que
Clltll2

vn
En particulier, on a donc, pour tout z > 0,

C'nz?
]P)(Xt>2) §exp<—HtH2) .
2

HXtHdQ < Xt = (Pn - P)(€9*+t - 69*) .



2.4. MAJORATION DE PROCESSUS STOCHASTIQUES 41

2.4.2 Bornes uniformes par la méthode de chainage

La méthode de chainage permet de déduire de la concentration X; des
bornes sur sup;cr X;. On va présenter cette méthode en général sous I'hy-
pothése que le processus X; est & accroissements sous-Gaussiens, c’est a dire
qu’il existe une distance d telle que, pour tout z > 0,

2
, z
Vi, t' e T, P(Xt—th>Z)<eXP(—CW> -

Il est assez immédiat (faites le si vous n'étes pas convaincu), d’étendre le
Théoréme |16| pour vérifier que le processus X; = (P, — P)(lg+1¢ — Lo+ ) est &
accroissements sous-Gaussien pour la distance

C
vn

Le controéle qu’on va obtenir se base alors sur I'idée de chainage :

dt,t')y = —=t =tz .

1. On construit une suite croissante de sous-ensembles T}, C T finis telle
que Ty = {0} et Ty = T pour un certain N.

2. Pour tout k € {0,..., N} et tout t € T', on note 7 (¢) un plus proche
voisin de t dans T}.

On peut alors construire une chaine d’approximations successives de X; :
Pour tout t € T',

N
Xe=Xe — Xo=Xryi) = Xnot) = Zka(t) = X1 (t) -
k=1

Remarquons tout de suite (nous y reviendrons) qu’on aurait pu décomposer
cette différence seulement le long d’une sous-suite Xm.k (t)-
On obtient alors

N

sup X; < sup Z Xon(t) = X1 (t) -
teT tel i

Par hypothése, on a, pour tout k € {1,..., N}, tout t € T et tout z; > 0,

22
P(X, 1 — X < - )
(Xm0 = Xmeoa ) > 2) eXp( d(ml(t)mk(w)?) ’

Par une borne d’union, en notant ry(t) = d(mg—1(t), 7x(t)), on en déduit
donc

Pt €T, Xp ) — Xnp_y(t) > mi(t)2r) < |Til| Tha|exp (= 27)
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Finalement, en appliquant encore une borne d’union, on conclut que

N N
]P(sup X > Suerk(t)zk) < Z |Ty||Ti—1] exp ( — 27) - (2.5)
teT teT P

Pour n’importe quelle suite ¢, telle que 2;31 exp(—ﬂ%) = C, on a donc, pour
tout z > 0,

N
P<SupXt > sup Y ri(t)(v10g (| Tkl [ Tr1]) + 2 +€k)> < Cexp(—27) .

teT teT 13
(2.6)

Il y a naturellement deux fagons d’optimiser cette borne : soit en fixant les
distances maximales sup,c7 7x(t) et en optimisant sous cette contrainte le
cardinal |Tj|, soit en fixant les cardinaux |Tj| et en optimisant ensuite les
distance 7 (t).

Il s’avére que le premier point de vue est légérement sous-optimal dans
certains cas et nous allons donc développer le second point ici. En guise
d’exercice, je vous encourage toutefois & développer le premier !

Définition 17. Une suite (1)) de sous ensembles croissants Ty, C T est
dite admissible si Ty = {to} et |Ty| < 22", pour tout k > 1.

Etant donnée une suite admissible (T}), on note d(t, Tj,) = infpeq, d(t,t').
On a donc, pour tout t € T,

ri(t) = d(me—1(t), mi(t)) < d(t, Ti—1) + d(t, Ty) < 2d(t, Tp—1) ,

la derniére égalité se déduisant du fait que la suite T}, est croissante. De plus,
on a bien sir

10g ([T ][ Th1]) < V/2F 4+ 2k—1 = /3 2k 1

Cette suite satisfaisant clairement Y% exp(—3%2¥) < 1, on déduit de (2.6),

en posant £, = V3 * 2k—1 que

+oo
P(sup X; > 2sup Z d(t, Ty)(2V3 % 2F + z)) <exp(—22) .

teT teT 1o

Ainsi, les déviations de sup;cp X; sont controlées grace a deux quantités
géométriques

+00 too
T) = inf sup » V2kd(t,T}), A(T)=sup Y d(t,Tg) .
72(T) = inf sup ;0 (t, Tk) (T) = sup ;0 (t, T)

Rappelons qu’on aurait pu se limiter dans le chainage & une sous-suite de
k pour lesquels d(t,T;,) < d(t,T;,_,)/2 et donc qu’on peut majorer A(T)
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par 2diam(T), ott diam(T") = sup,  d(t,t") désigne le diamétre de T' pour la
distance d. Je vous encourage en guise d’exercice qu’on peut encore majorer
le premier terme par v2(7T).

D’autre part, un résultat profond, connu sous le nom de théoréme des
mesures majorantes de Talagrand prouve que, si Gy est un processus Gaussien
centré tel que E[(Gy — Gy)?] = d(t,t')?, alors il existe une constante C
numérique telle que

v2(T) < CE[sup Gy] .
tel

La quantité E[sup,cp G| est appelée la largeur Gaussienne de l'ensemble
T et est notée wy(T) = E[sup;er G¢]. Résumons les résultats obtenus dans
cette section dans un théoréme.

Théoréme 18. Soit (Xy)ier un processus centré indexé par un espace mé-

trique T muni d’une distance d telle que, pour tout z > 0,

2
, z
vt,t €T, IP(Xt—Xt/>Z)<eXP<—CW> :

Alors on a, pour tout z > 0,

]P’(sup Xi > 4V3y4(T) + 4diamd(T)z)> < exp(—2%) ,
teT

ot diam(T) désigne le diametre de T' pour la métrique d et

+oo
Y2(T') = inf sup V2kd t, 1)
@ (Tx) teT k:zo ( )

est la fonctionnelle de Talagrand, Uinfimum étant pris sur les suites admis-
sibles. De plus, y2(T") est magjorée par Cwq(T), ow wq(T) est la largeur Gaus-
sienne de T pour la distance d, i.e. Elsup,cr Gy], ot Gy est un processus
Gaussien centré tel que E[(Gy — Gy)?] = d(t,t')>.

On peut maintenant appliquer ce résultat général au processus
Xy = (P = Po)(lo-11 — Lo) -

On a vu que ce processus est & accroissements sous-Gaussiens pour la distance
d(t,t") = C||t — t'||2/+/n. On déduit donc du résultat général que, pour tout
z>0,

]P’(sup X > 4V3v4(T) + 4diamd(T)z)> < exp(—2%)
teT

On a clairement

wa(T), diamgy(T) = gdiamg(T) ,

vn

wd(T) =

sl
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ot wa(T) et diamg(T') désignent la largeur Gaussienne et le diameétre de T°
pour la distance Euclidienne. De plus, si G est un vecteur Gaussien standard
de R?, on a, pour tout t € R,

Var((X,t)) = t"E[XXT]t = ||¢]3 ,
donc le processus Gaussien Gy = (G, t) vérifie, pour tout ¢, € T,
E[(Gy — Gp)?*] = [t = '[I5 .

On peut alors rassembler les informations obtenues pour le controle du pro-
cessus empirique dans le résultat suivant.

Théoréme 19. Il existe une constante numérique C telle que, pour tout
z>0,

P(igg(P—Pn)(Eg*H—EQ*) > %(E[?g;) <G,t>]+dz’am2(T)z)) < exp(—2?) |

ot G est un vecteur Gaussien standard de R<.

On peut spécifier maintenant ce résultat lorsque 1" est un ellipsoide. Soit
S une matrice symétrique symétrique définie positive et soit

E={veR:vTSu<1}.

On écrit la décomposition de S sur une bon de vecteurs propres

d
S = Z szuzu;f .
i=1

L’hypothése S définie positive implique que tous les s; > 0. On a donc
v = Z?:l viu; € € si

Soit v € £, on a

QU
U

1 _
3= i< —— siw? <[|S7 .
i=1 vi=1

diamy (&) < 24/[|S71| .

De plus, par Cauchy-Schwarz,

Il s’en suit que

d d

d )2 A2
(0,G) =3 v (Gyu) < stgz:@;ﬁ < (G, ui)®
=1 i=1 i=1 1

Si

-

s
Il
i
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Donc, par Cauchy-Schwarz,

L (G, u;)?

} = /Te(SY) .

vel

=1

Efsup (v, G)] < JE[

Ainsi, on a pour tout ellipsoide € = {v € R? : vT Sv < 1},

wa(€) < /Tr(S—1), diamy (&) < 24/[|S71| .

*

En particulier, pour lellipsoide r€ = {v € R? : vTM*v < 72}, qui correspond

a la matrice S = M*/r2, on a donc

w2(ré) < ry/Tr((MF) 71 < CT\/IIG*H% +d(1+[67]2)
diamy (r€) < 2/ (M) 1| < Cry/ (073 Vv 1)

En injectant ces bornes dans le résultat général Théoréme on en déduit
que, pour tout § € (0, 1), avec probabilité 1 — 4,

CComp(€&,9)
— * — ) < — 7
f;pg(P Pp) oyt — Lo+) < N

Comp(€,8) = /I10°[13 + d(1 + 10 12) + /(1013 v 1) log(1/5) .




	Minimiseurs du risque empirique
	Classification binaire
	Estimateur de Bayes
	Minimiseur du risque empirique
	Contrôle du biais de modèle E(f*F)
	Concentration de l'excès de risque
	Concentration de la mesure
	Application aux maxima de processus empiriques
	Concentration de l'excès de risque

	Lemme de symétrisation
	Théorie de Vapnik et Chervonenkis
	Dimension de Vapnik-Chervonenkis (VC)
	Le lemme de Pajor
	Lemme de Sauer-Shelah

	Majoration de la complexité statistique
	Meilleures vitesses
	Inégalité de Bernstein
	Condition de Bernstein
	Hypothèses de marge


	Apprentissage avec pertes convexes
	Régression logistique
	Localisation
	Excès de risque
	Majoration de processus stochastiques
	Majoration d'un Xt
	Bornes uniformes par la méthode de chaînage



