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CHAPITRE 1. INTRODUCTION



Chapitre 2

Les Bases de I’algébre linéaire

2.1 Espaces vectoriels

C’est Giuseppe Peano, vers la fin du 19éme siécle, qui dégage le premier
les notions d’espaces vectoriels et d’applications linéaires abstraites que nous
étudions dans ce cours.

Les éléments d’'un espace vectoriels sont appelés vecteurs. Comme les vec-
teurs de R? ou R3, on peut additionner les vecteurs et les multiplier par un
nombre. Ces opérations vérifient quelques propriétés que nous allons isoler dans
la définition suivante.

Definition 1. Un R-espace vectoriel est un triplet (E,+,.) formé d’un ensemble
E dont les éléments sont appelés vecteurs, d’une loi d’addition, notée +, qui
est une application E x E — E qui & deux vecteurs uw et v de E associe un
vecteur u+ v € E, qu’on appellera somme des deux vecteurs, et d’une loi de
multiplication par un scalaire notée - qui est une application R x E — E qui
associe a un nombre réel \ et un vecteur u le vecteur \u qu’on appellera produit
du vecteur u par le réel \.

Axiomes de la somme :

1. Associativité pour tous u, v et w de E, u+ (v+ w) = (u+ v) + w.
2. Commutativité pour tous u et v de E, u+v= v+ u.

3. Neutre il existe un élément de E noté 0 tel que, pour tout u de F,
u+0=u.

4. Opposé Pour tout u de E, il existe v € E tel que u+ v=0.
Axiomes de compatibilité pour la multiplication :

1. produit de réels pour tout u de E, X\ et p de R, (Ap)u = A(pu).

2. Somme de réels pour tout w de E, X\ et p de R, (A + p)u= Au+ pu.

3. Somme de vecteurs pour tous u et v de E, X de R, A(u+v) = Au+ \v.

4. Unité Pour tout u de F, 1u = u.

Conséquences immeédiates
— L’associativité permet d’éviter de mettre des parenthéses dans les sommes
de vecteurs.
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— La commutativité permet d’échanger les termes d’une somme.

— On a0+ u=u pour tout u € E.

— L’opposé de u est noté —u et u+ (—v) est noté u — v de sorte qu'on a,
pour tout u, u —u = 0.

— Siu+v=u+w,alors v=w.

— Ou=0.
— A0 =0.
— (-lu=—u.

— 2u=u-+u.

2.1.1 Exemples d’espaces vectoriels

R™ muni de la somme de vecteurs et du produit par un réel.
L’ensemble des fonctions d’un ensemble I dans R, muni de la somme de fonctions
et de la multiplication par un réel.
L’ensemble des suites a valeurs réelles.
L’espace R[X] des polynomes a coefficients réels, qu’on identifiera aux fonctions
de la forme P(z) = > _, apz®.
L’ensemble des fonctions d’un ensemble X & valeurs dans un espace vectoriel E.
Exercice : vérifier que ces ensembles vérifient bien les axiomes définissant les
espaces vectoriels.

2.1.2 Espaces vectoriels sur des corps plus généraux

Nous nous limiterons dans ce cours, a de rares exceptions prés, aux espaces
vectoriels sur R. Les nombres réels s’additionnent et se multiplient, les deux
lois sont associatives et commutatives, il existe des éléments 0 et 1 qui sont des
éléments neutres pour ’addition et la multiplication, tout réel a un opposé pour
I’addition et tout réel non nul a un inverse pour la multiplication.

Il existe d’autres ensembles vérifiant ces propriétés, comme ’ensemble des
nombres complexes ou I’ensemble des nombres rationnels. Dedekind donne & de
tels ensembles le nom de corps. Les résultats que nous allons énoncer pour les

espaces vectoriels sur R restent valables si R est remplacé par un autre corps
K.

2.1.3 Sous-espaces vectoriels

Definition 2. Soit E un espace vectoriel et F' un sous-ensemble de E. Si F' est
non vide et vérifie

1. Pour tous uw et vde F et tout \€ER, u+ A\ve F.

Alors F est un espace vectoriel appelé sous-espace vectoriel de E.
Exercice : Vérifier que F' est un espace vectoriel.

Proposition 3. L’intersection d’une famille de sous-espace vectoriels est un
sous-espace vectoriel.

Preuve : Exercice. O
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2.1.4 Exemples de sous-espaces vectoriels

Sous-espaces de ’ensemble des fonctions de I dans R.

— L’ensemble des fonctions continues de I dans R.

— L’ensemble des fonctions de classe C* de I dans R.

— L’ensemble des fonctions f de classe C* de I dans R telles que

akf(k) —|—...—|—a1f'+a0f =0.

— L’ensemble des fonctions bornées de I dans R.
Sous-espaces de ’ensemble des suites.
— L’espace des suites convergentes.
— L’espace des suites bornées.
— L’espace des suites telles que > - [u,| < oo.
Sous-espaces de ’ensemble des polynoémes.
— L’espace R, [X] des polyndmes de degré inférieur a n.
Sous-espaces de ’ensemble de R".
T
— L’ensemble des vecteurs x = | : | vérifiant un systéme d’équations li-

Tn
néaires :

1,171 + a1 222+ ... +ai Ty =0

Ap1T1 + Ap 2T + ...+ Gp Ty =0

L’ensemble L(FE, F') des applications linéaires de F dans F'.

2.1.5 Espace engendré

Definition 4. Soit E un espace vectoriel et A un sous-ensemble de E. On
appelle espace engendré par A l'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments
de A, c’est a dire I’ensemble des vecteurs v de la forme

n
v= E a; u; ,
=0

ot les a; sont réels et les u; des éléments de A. On note cet ensemble Vect(A).
Par exemple, une droite est un espace engendré par un vecteur non nul.

Proposition 5. L’espace engendré par A est lintersection des sous-espaces
vectoriels de E contenant A.

Vect(A) = NpoaF .
En particulier donc, Vect(A) est un espace vectoriel.

Preuve : Exercice. O
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2.1.6 Sommes de sous-espaces

Definition 6. Soit F,G des sous-espaces vectoriels de E. On appelle F' + G
l’ensemble des vecteurs v € E de la forme v=up + ug, ot up € I' et ug € G.

Proposition 7. F + G est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve : Exercice. O

2.2 Bases et dimension

L’algébre linéaire s’est développé au début du 20éme siécle pour étudier des
problémes d’analyse fonctionnelle. Ces problémes font intervenir des espaces de
dimension infinie. Plus récemment, des problémes de statistiques et d’informa-
tiques ont motivé le développement de nouveaux résultats d’algébre linéaire en
dimension finie. Une des clés de cet essor est le concept de base. Muni d’une
base, les éléments d’un espace vectoriel de dimension finie sont “encodables"
dans des vecteurs qu’on peut manipuler algorithmiquement et sur lesquels on
peut faire des calculs. Dans cette section, on rappelle les éléments permettant
de définir ces notions ainsi que les premiéres propriétés fondamentales de ces
objets.

2.2.1 Famille génératrice

Soit E un espace vectoriel.

Definition 8. Une collection G de vecteurs de E tel que Vect(G) = E est
appelée famille génératrice de E.

Definition 9. On dit que l’espace E est de dimension finie s’il existe une famille
génératrice de E de cardinal fini.

— Toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.
— L’espace vectoriel R, [X] des polynomes de degré inférieur & n est un
espace de dimension finie. (donner une famille génératrice!)

2.2.2 Famille libre

Definition 10. Une collection G de vecteurs de E est appelée famille libre si
tout vecteur de Vect(G) s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire
d’éléments de G. Si G n'est pas libre on dit qu’elle est lice. Si G = (uq, ..., up)
est une famille libre, on dit aussi que les vecteurs u; sont linéairement indépen-
dants.

— Une famille contenant le vecteur nul n’est jamais libre.
— La famille vide est libre.
— Une famille extraite d’'une famille libre est libre.

Proposition 11. Soit G = (u4, ..., u,) une famille finie de vecteurs de E.

1. G est libre si et seulement si ayu + ... + apu, = 0 implique a1 = ... =
a, = 0.
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2. G est liée si et seulement si il existe ai,...,a, non tous nuls, tels que
ajur + ... +apu, =0.

3. Si G est liée, un vecteur de G est combinaison linéaire des autres.
Preuve : Exercice. O

Exemple : Dans R", une famille triangulaire sans vecteur nul est libre.

2.2.3 Base
Definition 12. Une famille B libre et génératrice de E est appelée base de E.

Théoréme 13. Soit E un espace de dimension finie. On peut extraire de toute
famille génératrice G de E une base de E.

Preuve : Comme E est de dimension finie, il existe une famille finie F' engen-
drant E. Puisque G engendre F, il existe une famille finie H de vecteurs de G
engendrant F', donc E. Soit (uy,...,u,) une sous-famille de H engendrant F,
de cardinal minimal. Si elle était liée, un des vecteurs, disons u, serait combi-
naison linéaire des autres, donc (uy,...,u,—1) serait une famille engendrant F
de cardinal inférieur. C’est absurde, donc (uy,...,u,) est libre. Comme elle est
génératrice, c’est une base. O

Théoréme 14. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toute famille
libre de E, L = (w1, ..., u,), peut étre complétée en une base (u1,...,u,) de E.

Preuve : Si L engendre E, L est une base. Supposons donc que L n’engendre
pas E. Comme F est de dimension finie, il existe une famille finie (vi,...,Vv,)
engendrant E. On pose L(®) = L et récursivement, si pour tout i € {0,...p—1},
si LW Uvyyq est libre LO+HY = L Uv, 1, sinon LY = L) Par construction,
L) est une famille libre engendrant (v, ...,v,) donc E, donc c’est une base
de FE. O

Definition 15. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et B = (eq, ..., e,)
une base de E. Tout vecteur u de E se décompose de maniére unique sur la base
Uy

B : il emiste un unique vecteur u. = | | € R™ tel que

Un
u=urey+...+une, .

Le vecteur u. est appelé vecteur des coordonnées de E dans la base B.

2.2.4 Dimension

Proposition 16. Soit E un espace vectoriel et B = (ey,...,e,) une base de
E. Toute famille de m vecteurs, avec m > n est liée.

Preuve : Soit uy,...,u,, une famille de m vecteurs. On décompose chacun de
ces vecteurs sur la base B :

n
u; = E ui’jej .
J=1
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On peut appliquer la méthode du pivot au tableau u; ;. Comme m > n, il existe
au moins une ligne nulle & la fin de I'algorithme, ce qui assure que la famille est
liée. O

Théoréme 17. Dans un espace de dimension finie, toutes les bases ont méme
cardinal.

Preuve : Exercice. O

Definition 18. Le cardinal commun n des cardinauz des bases d’un espace de
dimension finie E est appelé la dimension de E et est noté dim(E).

Proposition 19. Dans un espace de dimension n.
— Toute famille libre de cardinal n est une base.
— Toute famille génératrice de cardinal n est une base.

Preuve : Exercice. O

Proposition 20. Soit E un espace de dimension finie et F un sous-espace de

E.

— F est de dimension finie.

— dim(F) < dim(E).

— Sidim(F) =dim(E), F = E.
Preuve : Soit uy,...,u, une famille libre de F'. Elle est libre dans £, donc elle
peut étre complétée en une base uy,...,u, de E. Ainsi, p < n. F' ne contient

aucune famille libre de plus de n éléments, c’est donc un espace de dimension
finie, de dimension inférieure a n.

Si dim(F) = n, F contient une famille libre de n éléments. Ces éléments
forment une base de F, donc F' D FE. O

Proposition 21. Soit F et G deuzx sous-espaces d’un espace E de dimension
finie, alors

dim(F) + dim(G) = dim(F + G) + dim(F N G) .

Preuve : Exercice. Indication : Prendre une base de F'N G, la compléter en une
base de F' et de G et construire avec ces vecteurs une base de F + G. O

Definition 22. Un hyperplan de E est un espace de dimension dim(E) — 1.

Un sous-espace F' contenant un hyperplan H vérifie F = H ou ' = FE.
Exemples : Une famille triangulaire sans vecteurs nul de R™ est une base.
La famille 1, X,..., X" de R, [X] est une base.

2.3 Applications linéaires

Definition 23. Soient E et F deux espace vectoriels. Une application f : E —
F est dite linéaire si elle vérifie

Yu,ve E,VA € K, flu+ Av) = f(u) + Af(v) .
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Les applications linéaires sont celles compatibles avec la structure d’espace

vectoriel. On déduit de la définition que f(0) = 0 et si uy,...,u, sont des
vecteurs de E et Aq,..., \x sont des scalaires,
k k
FO M) => Nif(wi) .
i=1 i=1

La composée d’applications linéaires est linéaire.

Definition 24. Soient E et F' deux espace vectoriels, soient f et g deux appli-
cations linéaires f,g: E — F et soit A € K un scalaire.

La somme des applications f et g est application définie par f+g: E — F,
u (f +9)(w) = f(u) + g(w).

La multiplication de f par le scalaire A est Uapplication \f : E — F, u

(Af)(w) = Af(u).

Proposition 25. Muni de ces opérations, 'ensemble L(E, F) de toutes les ap-
plications linéaires de E vers F est un espace vectoriel.

Les éléments de L(E, E) sont appelés les endomorphismes de E. On notera
L(E,E) plus simplement L(E) dans la suite.

2.3.1 Exemples

Pour tout a € K, Papplication h, : E — E, définie par h,(u) = au est une
application linéaire. On ’appelle homothétie de rapport a.

Soit E ’espace vectoriel des fonctions de classe C°° de R dans lui-méme.

— Pour tout a € R, 'application ev, : E — E, ev,(f) = f(a) est linéaire.

— L’application D : E — E définie par D(f) = f' est linéaire.

— Pour tous réels a et b, I'application I,; : E — R définie par I, ,(f) =
f: f(t)dt est linéaire.

— Pour tout a € R, Papplication 7, : F — E définie par 7,(f) = f(- — a)
est linéaire, de méme que 'application A, (f) = 7.(f) — f.

2.3.2 Propriété universelle

Proposition 26. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et B =
(e1,...,e,) une base de E. Soit F un espace vectoriel et uy, . .., u, des vecteurs
de F. Il existe une unique application linéaire f : E — F telle que f(e;) = w;
pour tout i € {1,...,n}.

Preuve : Exercice! O

2.3.3 Noyau

Definition 27. Soient E, F deux espaces vectoriels et f : E — F une appli-
cation linéaire. Le noyau de f, noté ker(f) est la préimage de O par f, c’est a
dire

ker(f)={xz € E: f(x) =0} .

Proposition 28. Le noyau d’une application linéaire f : E — F est un sous-
espace vectoriel de E.
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Preuve : Exercice! O

Soit E 'espace vectoriel des fonctions de classe C*° de R dans lui-méme.
Soit  : E — E, f— 0(f) = f" —3f +2f. 0 est une application linéaire, son
noyau est I’ensemble des fonctions solutions de I’équation différentielle

o3 12f=0.

Definition 29. Une application f entre deux ensembles E et F' est injective si,
pour tout x ety de E, x #y, on a f(z) # f(y).

Proposition 30. Soient E, F deuz espaces vectoriels et f: E — F une appli-
cation linéaire. f est injective si et seulement ker(f) = {0}.

Preuve : Exercice! O

Proposition 31. Soient E,F deuzr espaces vectoriels et f : E — F une
application linéaire injective. Si uy,...,u, est une famille libre de E, alors
flw),..., f(u,) est une famille libre de F.

Preuve : Exercice! O

2.3.4 Image d’une application linéaire

Soient E, F' deux espaces vectoriels et f : F — F une application linéaire.

Definition 32. L’image d’un sous-ensemble G de E par f est l’ensemble défini
par

f(G)={yeF:3zcq, f(x)=1y} .

On appelle image de f image de l’espace E

Proposition 33. Si G est un sous-espace vectoriel de E, f(G) est un sous-
espace vectoriel de F.

Preuve : Exercice! O

Definition 34. Si f est un endomorphisme de E et G est un sous-espace de
E, alors G est dit stable par f si f(G) C G.

Proposition 35. L’image de l’espace engendré par une famille G de vecteurs
de E est l’espace engendré par la famille f(G) dans F, i.e. f(Vect(G)) =
Vect(f(G)).

En particulier, si G est une famille génératrice de E, Im(f) est l’espace
engendré par f(G).

Preuve : Exercice! O
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2.3.5 Théoréme du rang

Théoréme 36. Soit E un espace de dimension finie, F un espace vectoriel
quelconque et [ € L(E,F). Les espaces ker(f) et Im(f) sont de dimensions
finies et ces dimensions vérifient

dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) .

Preuve : Comme ker(f) est un sous-espace vectoriel de FE, il est de dimen-
sion finie. Soit eq,..., e, une base de ker(f) qu'on compléte en une base B =
(e1,...,e,) de E. On sait que f(B) est une famille génératrice de Im(f), donc
(f(er41),--., f(en)) est également une famille génératrice de Im(f). Supposons
que Gr41,...,a, soient des scalaires tels que E?:TH a;f(e;) = 0. On aurait
alors

z": a;e; € ker(f) ,

i=r+1
donc par unicité de l’écriture des vecteurs de E sur la base B, a,41 = ... =
an = 0. Ainsi, la famille (f(e,41),..., f(en)) est une famille libre, c’est donc
une base de Im(f), ce qui montre le théoréme. O

Proposition 37. Soit y € F, on s’intéresse a l’équation f(x) = y. Supposons
y € Im(f) et xp vérifie f(ap) = y. Alors Uensemble des solutions de l’équation
f(x) =y est

xo +ker(f)={xe€ E:x— oz € ker(f)} .

Preuve : Exercice! O

2.3.6 Reésolution d’un systéme linéaire

Soit ey, ..., e, la base canonique de R et €], ... e/, la base canonique de R".
Soient v1q,..., Vv, des vecteurs de R™. On peut écrire, pour tout ¢ € {1,...
9 y Vp 1) 9 9
n
. /
V; = E ’Ujﬂ'ej .
=1

La propriété universelle assure I'existence et 'unicité de 'application linéaire f
telle que f(e;) = v;.
Soit x = Y7, x;e; un vecteur de R?, son image par f est donc
p p n n P
P = Y= Y = Y (P wsir)e)
i=1 =1 j=1 j=1 i=1

Le vecteur x appartient au noyau de f si et seulement si ses coordonnées
sont solutions du systéme linéaire

P _
> iz V1,2 =0

P _
21:1 Ui =0

Soit 7 le rang de ce systéme linéaire. On a d’aprés le théoréme du rang dim(ker(f)) =
n—r.
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2.3.7 Isomorphismes

Definition 38. Soient E et F deux espaces vectoriels et soit f € L(E,F).
| est appelée isomorphisme d’espaces vectoriels s’il existe g € L(F, E) telle que
fog=idp et gof = idg. Si g existe, on l’appelle inverse de f et on la note f~1.
Les espaces E et F sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme f : E — F.

Un isomorphisme entre F et F est appelé automorphisme.

Proposition 39. La composée de deux isomorphismes f: E— F etg: F — G
est un isomorphisme et on a

(gof)t=flog " .
Preuve : Exercice! O

Proposition 40. Si f est une application linéaire bijective, c’est un isomor-
phisme.

Preuve : Exercice! O

Proposition 41. Soient E et F deux espaces de méme dimension n et f €
L(E,F).

— Si f est injective, c’est un isomorphisme.

— Si f est surjective, c’est un isomorphisme.
Preuve : Exercice! O

Proposition 42. Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes
st et seulement s’ils sont de méme dimension.
Tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K™.

Preuve : Exercice! O

Proposition 43. Soit G un sous-espace de E et f : E — F un isomorphisme,
alors la restriction de f a G est un isomorphisme de G vers f(G).

Preuve : Exercice! O

2.4 Matrice

Soit E un espace vectoriel de dimension p muni d’une base B = (e1,...,€p),
F un espace vectoriel de dimension n muni d’une base B’ = (ef,...,el,). La
donnée d’une application f € L(E, F) est équivalente a la donnée du tableau
suivant
a1l ... QAip
M =

an1 ... Gnp

ou, pour tout i € {1,...,p},

n
f(el) = Zame;- .
Jj=1
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En effet, la donnée de f implique bien str la donnée de M et réciproquement,
si on connait les coeflicients de M, alors, pour tout u = Zle u;e; € F, on a

Flu) = iuiﬂei) S (_ o) -

j=1

Pour batir la matrice M, on met donc dans les colonnes les coefficients des
vecteurs f(e;) décomposés dans la base B’.

2.4.1 Matrices

Definition 44. Une matrice a coefficients dans K a n lignes et p colonnes est
un tableau de np scalaires (a; j)1<i<n,1<j<p

ai.1 <o Q1p

ap1 .- Qnp

Le terme général a; ; de cette matrice est celui situé a la i-éme ligne et a la
j-éme colonne. Une matrice & n lignes et p colonnes est dite de type (n,p). On
note M, , ou M, ,(K) ensemble des matrices de type (n,p) a coefficients dans
K. Sin = p, on dit que la matrice est carrée de taille n. On note M, ou M, (K)
I’ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients dans K.

2.4.2 Matrice d’une application linéaire

Soit E un espace vectoriel de dimension p muni d’une base B = (eq, ..., €,),
F un espace vectoriel de dimension n muni d’une base B’ = (ef,...,e,). On
peut définir Papplication @ qui a tout f € L(E, F') associe la matrice

1,1 ... Q1p
M =
ap1 .-+« Qnp

telle que, pour tout ¢ € {1,...,p},

n
f(e,) = Zaﬂeg .
j=1

Proposition 45. L’application ® est une bijection.

Preuve : Exercice! O

Definition 46. Soit M, M deux matrices de M, , de coefficients génériques
respectifs a; j et a} ; et soit A € K

La somme des matrices M et M est la matrice M+ M de coefficient gé-
nérique a; j + a; ;.

La multiplication de la matrice M par le scalaire A est la matrice AM de
coefficient générique Aa; ;.

Proposition 47. Muni de ces deuz opérations, M, , est un espace vectoriel et
Uapplication ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve : Exercice! O
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2.4.3 Matrices particuliéres

Matrices diagonales. Une matrice carrée telle que a; ; = 0 lorsque ¢ # j est
appelée matrice diagonale. On note parfois diag(ay, ..., a,) la matrice carrée de
taille n diagonale dont les coefficients de la diagonale sont a, ..., ay,.

Matrice unité. La matrice unité est la matrice diagonale dont les coefficients
diagonaux valent tous 1. On note celle de taille n I,,. C’est la matrice de I'ap-
plication identité de E' dans n’importe quelle base.

Matrice triangulaire. Une matrice dont tous les coefficients a; ; avec i > j
sont, nuls est appelée matrice triangulaire supérieure.

Si tous les coeflicients a; ; avec i < j sont nuls, la matrice est dite triangulaire
inférieure.

Le matrices diagonales sont les matrices triangulaires supérieure et inférieure.

Matrices lignes, colonnes. Sin = 1, la matrice n’a qu’une ligne, on ’appelle
matrice ligne.
Si p = 1, la matrice n’a qu’'une colonne, on dit que c’est une matrice colonne.
On identifiera toujours un vecteur avec la matrice colonne de ses coeflicients.

Base canonique. Pour tout i € {1,...,n} et j € {1,...,p}, on note E; ; la
matrice dont tous les coeflicients sont nuls, sauf celui a la i-éme ligne et j-éme
colonne qui vaut 1. Les matrices E; ; forment une base de M, .

Matrice de transvection. Une matrice carrée de taille n de la forme T; ;(a) =
I,+aFE; ; pour un couple (7, j) tel que ¢ # j est appelée matrice de transvection.

Matrice de transposition. Une matrice carrée de taille n de la forme P; ; =
I,+E,; +E;; — E;; — E;; pour un couple (¢,j) tel que i # j est appelée
matrice de transposition.

2.4.4 Matrice de la composée

On considére trois espaces vectoriels F, F' et G de dimension finie :

— FE est muni d’une base B = (eq,...,€5),

— F est muni d’une base B’ = (e}, ...,e),),

— @ est muni d’une base B” = (ef,...,e}).
1» » Cp

On se donne aussi des applications linéaires f : E — F et g: F — G.

On note R € M, ,, la matrice de f entre les bases B et B’, S € M, , la
matrice de g entre les bases B’ et B”.

On sait que g o f est aussi une application linéaire de E dans G. Notons
T € M, sa matrice entre les bases B et B”.

Soit r; ; le coefficient générique de R, s; ; celui de S et ¢; ; celui de 7.

On a, pour tout ¢ € {1,...,m},

p n n P P n

1 / 1 1
) " tine] = gof(ex) =9<§ Tj,kej> = kY sijel =) <§ Si,jmk>ei
i=1 j=1 j=1 i=1

i=1 N j=1
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Par unicité de la décomposition d’un vecteur dans une base, on a donc, pour
tout ¢ € {1,...,p} et tout k € {1,...,m},

n
tige = D SigTik -
j=1

Isolons la i-éme ligne de S et la k-éme colonne de R,

T1,k
[Si,l e Si,n] ,

Tn,k
t; ,, s’obtient en multipliant les termes de méme rang des ces vecteurs et en
prenant la somme de ces produits.
Pour calculer la matrice T, il faut faire mp fois cette opération.

Produit de matrices

Definition 48. Soit S € M, ,, et R € M,, ,, deux matrices telles que le nombre
de colonnes de S soit égal au nombre de ligne de R. Soient s; ; le coefficient
générique de S et r; ; celui de R. Le produit des matrices S et R, noté SR est
la matrice T € My, n, de coefficient générique

n
ik = E 5i4Tjk -
j=1

Par construction donc SR est la matrice de la composée go f des applications
g:F — Get f: E— F de matrices respectives S et R.

2.4.5 Propriétés du produit

Proposition 49. Pour toute matrice M € My, ,, MI, = M et I, M = M.

Preuve : Exercice! O

Proposition 50. Soient A € M,, ,, B€ M,,, C€ M,,. On a
A(BC)=(AB)C .

Preuve : Exercice ! O

Proposition 51. Pour toutes matrices pour lesquelles ces opérations sont li-
cites, on a

A(B+C)=AB+ AC ,
(A+B)C=AC+ BC ,
A(AB)=(AMA)B=\(AB) .
Preuve : Exercice! O

Definition 52. Une matrice carrée A de taille n est inversible s’il existe une
matrice B telle que AB = BA = I,,. Lorsqu’elle existe, une telle matrice B est
unique, on Uappelle Uinverse de A et on la note A~ .
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Vérifier que (A_l)*1 = A. Si A n’est pas carrée elle ne peut pas avoir
d’inverse. Si A et B sont des matrices carrées inversibles, vérifier que AB est
inversible et que

(AB)"' =B 'A! .

Si f est un automorphisme de F, sa matrice A dans une base B est inversible
et inverse de f, f~' a pour matrice A~! dans la base B.

2.4.6 Changement de base

Soit E, F' deux espaces vectoriels de dimension finie, soient Bg et B}, deux
bases de E, Bp et By deux bases de F. Soit f € L(E, F). Soit A la matrice de
f de E muni de Bg dans F muni de By, soit A’ la matrice de f de F muni
de BY dans F muni de Bf. Soit Pg la matrice de l'identité de (E, Bj;) dans
(E, Bg) (cette matrice est appelée matrice de passage de Bg a Bf) et Pp la
matrice de I'identité de (F, B}.) dans (F, Bp).

Le tableau suivant résume la situation

A
(E7 BE)

— (F,BF)

f
PETldE idFTPF

!

%

(E, Bg) (F, Bf)

~

A
Clairement, on a f =idp o f oidg, ce qui se réécrit matriciellement.
A=PAP; .

Cette relation est connue sous le nom de formule de changement de base.
Important : Pour ne pas se tromper dans cette relation, mieux vaut éviter
de I'apprendre et chercher plutot a la retrouver avec le petit schéma précédent !

Definition 53. Deuz matrices carrées A et A’ sont dites semblables s’il existe
une matrice inversible P telle que A = PA'P™.

Definition 54. Le rang d’une application f € L(E,F) est la dimension de
Im(f). Le rang d’une matrice A est le rang de Uapplication linéaire f qu’elle
représente. C’est la dimension de l’espace engendré par les colonnes de A.

Definition 55. La trace de la matrice A carrée de taille n est la somme de ces
coefficients diagonaux : si a;; est le coefficient générique de A :

Tr(A) = Zam— .
i=1
Proposition 56. Pour toutes matrices carrées A et B de taille n, on a
Tr(AB) = Tr(BA) .

En particulier, la trace d’une matrice est égale o celle de toute matrice qui lus
est semblable.
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Preuve : Exercice! O

Definition 57. Soit A € M, , une matrice de coefficient générique a; ;. La
transposée de A est la matrice notée AT de M, de coefficient générique b; ;
défini par

bij = aji -

2.5 Sommes directes

2.5.1 Deécomposition en somme directe

Definition 58. Soit E un espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces de E.
On dit que E est somme directe de F et G et on note E = F® G si tout vecteur
u de E se décompose de maniére unique sous la forme u= v+ w, avec v € V
et we W. On dit alors que F' et G sont supplémentaires dans E ou que F est
un supplémentaire de G dans E.

Proposition 59. On a E = F®G si et seulement si E = F4+G et FNG = {0}.

Preuve : Supposons que E = F®G. Alors clairement F = F+G et, siu € FNG,
onau=u+0avecue Fet0 e Getu=0+uavec0 € F et u € G, dong,
par unicité, u = 0.

Réciproquement, supposons que F = F + G et F NG = {0}. Soit u € F,
comme FF = F + G, il existe v € F et w € G tels que u = v + w. Supposons
maintenant qu’il existe également v/ € F et w' € G tels que u = v/ + w’. Alors
v—v =w —w. Comme v—v € Fet w —w € G, ces vecteurs sont dans
F NG, ils sont donc nuls. [

Proposition 60. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient F et
G deux sous-espaces vectoriels de E tels que E = F @& G.

1. Si B est une base de F' et B’ une base de G, alors BU B’ est une base
de E.

2. dim(F) = dim(F) + dim(G).

Preuve : Exercice! O

Proposition 61. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-
espace vectoriel de E. Alors F' admet un supplémentaire dans E.

Preuve : Exercice! O

Si dim(E) = n et dim(F) = k, tout supplémentaire de F est de dimension
n — k. Les espaces E et {0} sont supplémentaires dans E. En général, un sup-
plémentaire de sous-espace n’est pas unique : dans R3, si F' = Vect(eq, e3), tout
vecteur de la forme u = ae; + bes + ces tel que ¢ # 0 vérifie G = Vect(u) est
supplémentaire de F' dans FE.
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2.5.2 Sommes directes finies

On peut généraliser les résultats de la section précédente au cas de n sous-
espaces F;,1 <1t < n.

Definition 62. On dit que E est somme directe des sous-espaces F;,1 <i<n
si tout vecteur w de E s’écrit de maniére unique u = v; + ...+ v,, avec v; € F;
pour tout 1 <i < n. On écrit alors E =@} F, ou E=F1&...6 F,. On note
aussi B(—i) = Bjeqn,..np\ (i} -

Proposition 63. On o E = @}, F; si et seulement si E = F1 + ...+ F, et,
pour tout i € {1,...,n}, F;NE_; = {0}.

Preuve : Supposons E = @} F;, alors, E = F; + ...+ F,. Soit maintenant
ic{l,...,n} et ue F;N E_;. Alors s’écrit de maniére unique u = Z?Zl vj,
avec v; € F}, donc, comme u € F;, tous les v, avec j # i, vérifient v; = 0, et
comme u € E_;, on av; =0, donc u=0.

Supposons E = F| + ...+ F, et, pour tout i € {1,...,n}, F;NE_; = {0}.

Tout vecteur u de E s’écrit u=Y_"" | v;, avec v; € F; pour tout i € {1,...,n}.
Supposons que u =Y., v} avec v} € F;, pour tout i € {1,...,n}. Alors, pour
tout ¢ € {1,...,n}, on a
v — V= Z vi—vj .
je{l,...,n}

Ainsi v; — v € ;N E_;), donc v; = v;. Ceci étant vrai pour tout i, on a
u=0_0. O

Proposition 64. Soit E un espace vectoriel et F;, 1 < i < n des sous-espaces
vectoriels tels que E = @7 F;.
1. Si pour tout i € {1,...,n}, B; est une base de F;, alors By U...UB,, est
une base de E.

2. dim(E) = Y"1, dim(F}).

Preuve : Exercice! O

2.5.3 Produit de deux espaces vectoriels

Definition 65. Soient E; et Ey deux espaces vectoriels sur le méme corps K.
L’espace produit E1 x Ey des couples (uy, uz), ot w; € E; pour i € {1,2} est un
espace vectoriel sur K si on le munit des opérations + et . suivantes :

(w1, u2) + (v1,v2) = (w1 + v1, U2 + v2)
AMur, ug) = (Aug, Aug) .

Les applications p; : F1 X Ey — Ej et po : Ey X E5 — FE5, définies par
p1(ug,uz) = uy, pa(ur,uz) = uy sont clairement linéaires et surjectives, leurs
noyaux sont ker(p1) = {(0,uz2),u2 € E2} qui est isomorphe & Es et ker(pe) =
{(u1,0),u; € E1} qui est isomorphe & Fj.

Les applications j; : B — Fy X Ey et jo : Ey — FE; X FEs, définies par
ji(uy) = (u1,0), jo(uz) = (0,usz) sont clairement linéaires et injectives, leurs
images sont Im(p;) = ker(pa)et Im(py) = ker(py). Enfin, on a p; o j; = idg,,
p2 0 jo = idg,.
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Proposition 66. On a Ey X Fy = j1(E1)®j2(F2) et dim(E) X E) = dim(F;)+

Preuve : Exercice! O

2.5.4 Projecteurs

Definition 67. On appelle projecteur de E toute application linéaire p telle que
pop=p.

Proposition 68. Soit E un espace vectoriel et p un projecteur de E, on a
E = ker(p) ® Im(p).

Preuve : Exercice! O

Si p est un projecteur ¢ = id—p aussi, et on a ker(p) = Im(q), Im(p) = ker(q).

2.6 Permutations

2.6.1 Groupes

Definition 69. Un groupe (G, .) ot le point désigne une application G x G — G
est un groupe si la loi . vérifie les axiomes suivants :

— associatiwité : (zvy)z = x(yz), pout tout x,y,z de G.

— il existe un élément neutre, noté 1 vérifiant lx = x1 = x, pour tout

x €@q.
— pour tout x € G, il existe un élément noté x~1 et appelé inverse de z tel
quezx =z lx =1.

Exemples: L’ensemble {—1, 1} muni du produit est un groupe, dont ’élément
neutre est 1. L’ensemble Z muni de la loi + est un groupe d’élément neutre 0.

Definition 70. Soient (G,.) et (G’,.) deux groupes. Une application [ : G — G’
est un morphisme de groupe si pour tout x,y de G,

flzy) = f(2)f(y) .

Exemples : Les fonctions z — az sont des morphismes de (Z,+) dans lui-
méme, si a € Z. La fonction log est un morphisme de (R?,.) dans (R, +).

2.6.2 Groupe des permutations

Definition 71. Soit E un ensemble et Sg ’ensemble des bijections de E dans
lui méme. Sg muni de la loi de composition est un groupe (vérifiez le!).

Si B =A{1,...,n}, Sg est appelé groupe symétrique et les éléments de Sk
sont appelés permutations de {1,...,n}. On note Sg par S, dans ce cas.

Notation : Soit o € S, on note souvent

S Ty
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Definition 72. On appelle transposition tout élément de S,, qui échange deux
éléments de {1,...,n} et laisse les autres fizes. On note T = (i,7) la transposi-
tion qui échange i et j. On a 77 = id.

Definition 73. On appelle cycle de longueur v > 1 toute permutation o € Sy,
pour laquelle il existe des éléments x1,...,2, de E tels que o(z) = x si x ¢
{z1,... 2.} et o(x1) =29, ..., 0(Tp_1) = zp, o(2y) = 27.

Deux cycles (z1,...,2.) et (y1,...,ys) sont disjoints si {x1, ...,z }N{y1,...,ys} =
(). Deux cycles disjoints commutent.

Proposition 74. Toute permutation se décompose en produit de cycles disjoints
(de maniére unique, a lordre des cycles pres).

Preuve : Prendre un exemple. [
Théoréme 75. Le groupe S, est engendré par l’ensemble des transpositions.

Preuve : 1l suffit de le vérifier pour les cycles, et la formule

(1, x0) (21, 20) = (T2y ooy X))

permet de montrer le résultat par récurrence. O

2.6.3 Signature d’une permutation

Théoréme 76. Soit 0 € S,,. Si o s’écrit de deux maniéres comme produit de
transpositions : 0 =t10...0t, =ty o...otl,, alorsr et ont méme parité.

Pour montrer ce théoréme, on s’appuie sur la notion suivante.

Definition 77. Soit O = {(i,j) € {1,...,n}?> : 1 < i < j < n}. La signature
de o € S, est définie par

o(j) —o(i)
g(o) = H — .
7 J—1
(i,5)€0
On montre alors le théoréme suivant.
Théoréme 78. L’application € : S, — {—1,1}, 0 — (o) est un isomorphisme

de groupe (i.e. un morphisme bijectif dont l’inverse est un morphisme).

’

On a alors, sous les hypothéses du théoréme e(o) = (-1)" = (-1,
donc r et ' ont méme parité comme annonceé.

2.7 Exercices

Exercice 1
1. Soient a1, as deux réels distincts, montrer que la famille (1,a4), (1,a2)
est une famille libre de R2.
2. Soient ay, as, az trois réels distincts, montrer que la famille (1,aq,a?),
(1,a2,4a3), (1,as,a3) est une famille libre de R?.
3. Soient ay, as, as, ay 4 réels distincts, montrer que la famille (1,ay,a?, a3),
(1,a2,a3,a3), (1,a3,a3,a3), (1,a4,a3,al) est une famille libre de R*.
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Exercice 2

Les familles suivantes de fonctions sont elles libres ou liées ?

1.

© 0 N %o

10.

Dans F(R,R), la famille fi, fo, f3 avec fi : @ + 1, fo : x — cos?(x),
f3 12— sin®(x).

. Dans F(R,R), la famille fi, fo, f3 avec f1 : © + €%, fo : @ — 2%, f3 :

T e,

Dans F((0, +00),R), la famille f1, fo, f3 avec f1 : © — In(x), fo : v —
In?(z), f3: 2 — In®(z).

Dans F(R,R), la famille f1, fo, f3 avec f1 : ¢ — €%, fo : @ — e %,
f3 1 @ — cosh(x).

Dans F(R,R), la famille (f,,n € N) avec f,, : © — e™*.

Dans F(R,R), la famille (f,,n € N) avec f,, : ¢ — |z — n|.

Dans F(R,R), la famille (fx,k € {1,...,n}) avec f; : x — sin(kx).
Dans F(R,R), la famille (fx,k € {1,...,n}) avec fi : x — cos(kx).
Dans F(R,R), la famille (fx,gr,k € {1,...,n}) avec fi : © — sin(kz),
gk : © > cos(kz).

Dans F((—2,2),R), la famille f1, fo, fs avec f1:z—1/(x —2), fo:z—
1/(x+2), f3:xm (4o +7)/(2? - 4).

Exercice 3

Montrer que les familles suivantes sont des bases des espaces indiqués.

1.

Dans R4[X], la famille (1, X —1,(X —1)2,(X —1)3, (X — 1)%). Donner
la décomposition d’un polynéme P de Ry[X] dans cette base en fonction
de la valeur de P et de ses dérivées en 1.

. Dans Ry[X], la famille (X, X(X + 1), (X + 1)?). Donner la décomposi-

tion de 1, X, X2 dans cette base, puis la décomposition d’un polynoéme
P(X) =a+bX + cX? de Ry[X] dans cette base.

Dans R4[X], la famille
(LX, X(X-1) X(X-1)(X-2) X(X-1)(X—2)(X - 3)) |

2 ’ 6 ’ 24

Donner I'écriture des polynomes 1+ X + X2+ X3 et 1 + X + X2 4+ X*?
dans cette base.

. Généraliser la base de la question précédente pour obtenir une base de

R,[X]. Montrer que les polynomes de cette base vérifient P(z) € Z,
pour tout z € Z. Montrer que tout polynéme vérifiant cette propriété est
combinaison linéaire & coefficients entiers des éléments de la base.

. Soit n > 0 un entier et pour tout k € {0,...,n}, soit

Br(X) = (Z)Xm Xk

Pour toute fonction f : [0,1] — R, on définit

Pp= Zf@)Bk :
k=0
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Py est un polynéme de R, [X] appelé polynome de Bernstein associé & f.
(a) Montrer que (Bg,k € {0,...,n}) est une base de R, [X].

(b) Exprimer les polynomes 1, X, X2 dans cette base. (On pourra calculer
Py pour chacune de ces fonctions).

Exercice 4

Soient aq, ..., an+1 des entiers tous distincts, et, pour tout ¢ € {1,...,n+1},
soient
1
pi(X) = I[I  (-a) A=ple), AE)= ).

Je{L,on+1\{i}

1. Montrer que Py, ..., P,1 est une base de R, [X].

2. Soient by,...,b,41 des réels quelconques. Déterminer un polynome de
R, [X] tel que P(a;) = b; pour tout i € {1,...,n+ 1}.

3. Déterminer un polynome de Ry[X] tel que P(0) =3, P(1) = -2, P(2) =
5. En existe-t-il d’autres?

Exercice 5
Soit A : R[X] — R[X], P — A(P) avec A(P)(X)=P(X +1)— P(X).

1. Décrire le noyau et I'image de la restriction de A a R4[X]. Donner la
dimension de ces espaces.

2. Décrire le noyau et 'image de la restriction de A a R,[X]. Donner la
dimension de ces espaces. Montrer que A est surjective.

3. Décrire I’ensemble des solutions de I’équation A(P) = Q.

Exercice 6
Soit f : R4[X] — Ry[X] défini par f(P) = (X —1)P' — P.
1. Déterminer ker(f).

2. Déterminer 'ensemble des vecteurs @ pour lesquels I'équation f(P) = Q
a une solution. (on pourra calculer f(X —1)¥), pour tout k € {1,...,4}).

3. Résoudre (X —1)P' — P = X% —2X +2.

Exercice 7

Soit f € L(E, F') une application injective. Montrer qu'’il existe une applica-
tion linéaire g : F' — FE telle que go f =idg.

Exercice 8

Soit f € L(E, F) une application surjective. Montrer qu’il existe une appli-
cation linéaire g : F' — F telle que fog=idp.
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Exercice 9

Soient f et g deux endomorphismes de E tels que fog = go f. Montrer que
ker f et Im(f) sont stables par g.

Exercice 10
Soit E =Fonc(R,R) et A: E = E, f = A(f)=f(-+1)—f.
1. Déterminer ker(A).
2. Déterminer ker(A?).

3. Déterminer ker(A™), pour tout n > 1.

Exercice 11

Soit f un endomorphisme de E.

1. Montrer que ker(f) C ker(f?) et, plus généralement, que ker(f") C
ker(fnt1).

2. Montrer que, si ker(f*) = ker(f**1), alors ker(f*) C ker(f**") pour tout
n>1.

3. Montrer que, si E est de dimension finie, il existe s tel que ker(f*®) =
ker(fs+1).

Exercice 12

Soit E I’ensemble des fonctions de classe C* sur R et soit D : E — E tel
que D(f) = f’. Supposons qu’il existe un endomorphisme L de E et un entier
n > 2 tels que D = L.

1. Déterminer ker(D).
2. Montrer que ker L # {0}.
3. Montrer que ker L¥ = ker D, pour tout k > 1.

4. Obtenir une contradiction en considérant ker(D?).

Exercice 13

Calculer, pour tout n > 1, A™, ou

A=

Exercice 14

Une matrice A est dite nilpotente s’il existe r tel que A" = 0.
1. Si A est nilpotente, est-elle inversible 7

2. Montrer qu'un matrice triangulaire supérieure est nilpotente si et seule-
ment si ses coefficients diagonaux sont nuls.

3. Montrer que, si A est nilpotente I + A est inversible et exprimer son
inverse en fonction des puissances de A.
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Exercice 15

1.

Déterminer le nombre d’opérations de base (additions et multiplications)
nécessaire pour effectuer le calcul du produit de deux matrices carrées de
taille 2.

On pose A, B carrée de taille 2 de coefficient générique respectifs a; ;,
b; j et on note ¢; ; le coefficient générique de AB.

E = (a1,1+ a22)(bi,1 +ba22), F = (az,1 4+ az2)b11

G =a1,1(b12 —b22), H = as2(b2,1 — b1,1), J = (a1,1 +ai2)b22
K = (a2 —a1,1)(b1,1 + b1,2), L=(a12—as2)(ba1+bap) .

Vérifier que

1,1 = E+H—J+L, Cl2 = G+J, Co1 = F+H, C22 = FE+G-F+K .

Supposons maintenant que A et B sont deux matrices de tailles 2¥. On
peut décomposer ces matrices par blocs en 4 matrices de tailles 25~ 1.
Vérifier qu’on peut appliquer les formules précédentes pour déterminer
le produit de A par B & partir des produits A; ;By ;.

En appliquant récursivement la méthode de la question précédente, dé-
terminer le nombre d’opérations d’opérations de base nécessaires pour
calculer le produit AB avec cette méthode. Comparer au nombre d’opé-
rations de base nécessaires par la méthode directe.

Comment généraliser cette méthode a des matrices de taille quelconque ?

Exercice 16

Soient m et n deux entiers. Pour quelle valeur de p RP est-il isomorphe a

1.

R™ x R™?

2. R"@R™?

Exercice 17

Soit E un espace vectoriel de dimension n et B = {ey,...,e,} une base de
E. Montrer que E = &7, Vect(e;).

Exercice 18

Soit F un espace vectoriel B une base de E et Bj, By une partition de B.
Montrer que F = Vect(B1) ® Vect(Bs).

Exercice 19

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces
vectoriels de E tels que FNG = {0}, dim(F') + dim(G) = dim(F). Montrer que
E=FadG.
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Exercice 20

Si E = F) @ Fs et G est un sous-espace vectoriel de E, a-t-on G =GN F} &
GNFy?

Exercice 21

Montrer que E = Fy @& F> @ F3 si et seulement si £ = Fy + F5 + F3 et
FiNF, = {0}, Fin (F1 +F2) = {0}

Exercice 22

Soit F un espace de dimension finie n, F' et G deux sous-espaces de F de
méme dimension k. Montrer qu’il existe un sous-espace de FE qui est supplémen-
taire de F' et G.

Exercice 23

Soit S l'ensemble des matrices M de M, (R) telle que M” = M et A I'en-
semble des matrices M de M, (R) telle que M? = —M. Montrer que S et A
sont des sous-espaces supplémentaires de M, (R).

Exercice 24

Soient p et ¢ deux projecteurs de E. A quelles conditions sur les noyaux et
images de p et ¢ équivalent les relations pog=pet pog=gq?

Exercice 25

1. Donner un exemple de projecteurs p et g tels que po g =gop.

2. Donner un exemple de projecteurs p et g tels que po g # g o p.

3. Soient E; = ker(p) Nker(q), Ex = Im(p) Nker(q), E3 = ker(p) N Im(q),
E4 =TIm(p) NIm(q). Montrer que, E = &} | E; si et seulement si poq =
qop.

4. Montrer qu’alors po q et p+ g — p o ¢ sont des projecteurs. Déterminer
leurs images et leurs noyaux.

Exercice 26

Le jeu de taquin se joue sur un carré de 16 cases dont une est vide. La seule
facon de changer la disposition des cases est de faire glisser une case dans la
case vide. Si la position de départ est la suivante

13| 14 | 15 | vide

9 (10| 11| 12
516 |7 8 |’
11213 4
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peut-on trouver une suite de mouvement amenant & la position suivante ?

13|15 | 14 | vide

9 (10|11 ] 12
516 |7 8
11213 4




Chapitre 3

Déterminants

3.1 Un peu d’histoire

En 1750, Cramer donne le premier une régle permettant de déterminer les
solutions d’un systéme de n équations & n inconnues. Il raisonne sur les cas ou

n = 2, n = 3, puis infére a partir de 1a la formule générale. Pour n = 2, le
probléme s’écrit : on recherche x1, xo tels que

41,171 + a1,2%2 = by

a2,171 + G2,2T2 = by
Lorsque a1 1a22 — as1a1,2 # 0, il trouve

biaz 2 — baai 2
xr1 =

ai,1a22 — a2,1a1,2
baay1 — bias;

To =
ai,1a22 — a2,141,2

Pour n = 3, on recherche x1, x2, x3 tels que
a1,171 + a1 2T + a3 = by

(2,171 + G2,2T2 + az3 = by

a3 1%1 + az 2%z +az 3 = bs

Lorsque

1,102,203 342,103,201 3+03,101,202,3—03,102,201,3—01,103,202,3—02,101,203,3 7 0 ,
il trouve

b1 (02,203,3 - a3,2a2,3) + 52(03,201,3 - 111,2(13,3) + b3(al,202,3 - 112,2111,3)

xry =
a1,102,2G03,3 + (21032013 + a3,101,2023 — A3,1G02201,3 — 01,103,202 3 — 421012033

52(01,103,3 - &1,3(13,1) + b3(a271a173 - a1,1a2,3) + b1(113,1112,3 - a2,1a3,3)
(1,102,203 3 + 02,103 2013 + 043,101 ,202,3 — 03,102,201 3 — 11,1043,202.3 — A2,101,203 3

T2

b3(a1,1a2,2 - a2,1a1,2) + bl(a2,1a3,2 - a3,1a2,2) + b2(a3,1a1,2 - a1,1a3,2)

xr3 =
(1,102,203 3 + A2,103201,3 + A3,1A1 2023 — 31022013 — 41,103 2023 — 02,101,203 3

33
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Cramer cherche alors la forme du dénominateur pour le cas ou n est un entier
quelconque. Partant de sa formule pour n = 3, il remarque que tous les termes
de la forme a;1a;2ar,3 ou %, j et k sont tous distincts apparaissent une fois et
une seule. En introduisant ’ensemble des permutations o de {1,2,3}, chaque
terme est donc de la forme a,(1),105(2),205(3),3 €t est précédé d’un signe + ou
—, suivant ce que Cramer appelle le nombre de dérangements. Un dérangement
est un couple (¢,7) tel que i < j et o(i) > o(j). Le nombre de dérangements est
donc la signature de la permutation o.

Dans le cas général, Cramer conjecture que le déterminant comprendra un

nombre de termes égal au nombre de permutations de {1,...,n}, chaque terme
sera de la forme a,(1),105(2),2 - - - Go(n),n €t sON signe sera la signature (o) de la
permutation o. Notons S,, 'ensemble des permutations de {1,...,n}. Cramer
conjecture la forme générale suivante
Z £(0)ag(1),100(2),2 - - - Go(n),n - (3.1)
ocES,

Cramer considérait des équations avec autant d’équations que d’inconnues. Ces
systémes peuvent étre écrits sous la forme matricielle suivante

Ax=Db

)

ol A est la matrice carrée A = (ai,j)1gi,jgn et ou x,b sont les vecteurs (co-
lonnes) de R™ définis respectivement par

X b1
b =

Tn, by

Le déterminant de A, défini par la formule (3.1, sera noté dans la suite Det(A).
Lorsque A est définie par ses coefficients numériques, par exemple si

1 0 2 -3

1 2 0 0
A=l 11 o (3:2)
0 0 6 2

alors, on notera aussi le déterminant de A en utilisant la notation de Cayley
suivante

10 2 -3
12 0 0
DetlA) =y 1 1
0 0 6 2

Un des objectifs de ce chapitre est de donner des méthodes permettant de cal-
culer le déterminant d’une matrice plus rapidement qu’avec les formules de
Cramer.

3.2 Calcul des déterminants

Bézout reprend le travail de Cramer. Il remarque qu’on peut écrire le dé-
nominateur pour n = 3 en faisant apparaitre trois déterminants du cas n = 2.
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En effet, on a par exemple

01,102,203 3102103201 3+03161,2023—03,1042 2013 —G01,103 2023 —02 1012033

= ay1,1(az,2a33—a32a23) —a1,2(a2,1a3,3—a3,102,3) +a1,3(az,1032—as 1a2,2) .
(3.3)

Pour comprendre cette formule, il est utile d’introduire la notion de matrice
extraite.

Definition 79. Etant donnée une matrice carrée A d’ordre n et de coefficient
générique (a; ;) et un couple (k,1) d’entiers tels que 1 < k,1 < n, on note A_;, )
la matrice carrée d’ordre n—1 obtenue en supprimant la k-iéme ligne et la [-iéme
colonne de A.

Exemple. Pour la matrice A définie a ’équation (3.2)), on a

1 0 -3
A_(273) - —1 —1 —1
0 0 2

La remarque de Bézout suggére une nouvelle définition pour le déterminant.
Dans cette approche, le déterminant est défini par récurrence sur le rang n de la
matrice A de la fagon suivante. Nous notons det(A) (avec un d minuscule) le dé-
terminant défini ainsi. Nous verrons en Section [3:4] que cette nouvelle définition
coincide avec la précédente.

Definition 80. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Le déterminant de A,
det(A), est défini récursivement de la fagon suivante :

— sin =0, det(A) =1 par convention,

— sin=1, det(A) = a1 1,

— sin>1,

det(A) = al’l det(A_(Ll)) — a172 det(A_(l,Q)) +...+ (—1)"+1a1,n det(A_(Ln))
= Z(—l)”lal,i det(A_(l,i)) .
i=1

Lorsqu’on applique la formule de récurrence de Bézout, on dit qu’on déve-
loppe le déterminant par rapport a la premiére ligne.

Exemple. Sin =2 ona

ail a2

det(A) = ai1a2,2 — a1,2a21 =
a21 Q2.2

On retrouve la formule de Cramer pour le cas n = 2. Si maintenant n = 3,

a2 G23
a32 G33

a1 G23
as;1 a33

az1 G22

det(A) = a4 451 s

) ) i

= a1,1(az2033 — az3a32) — a12(az 1033 — az3a31) + a1 3(az1a32 — az2a371) -
D’aprés la remarque de Bézout (3.3]), on a donc bien
a11 ai2 13
det(A) = l|a2,1 QAa22 a23
as1 Qg2 a33
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Proposition 81. Pour toutn > 1,
det(I,) =1 .
Preuve : Vérifiez le! O
Calculons le déterminant de la matrice A définie a I’équation .

2 0 0 1 2 0 1 2 0
det(A)=|-1 1 —1|+2|-1 -1 —1|+3|-1 -1 1
0 6 2 0 0 2 0 0 6

=25 S0 3] 20 B)) (o 2l o))
=2(2+6) +2(—2—2(-2)) + 3(-6 — 2(—6))
=16+4+18=38 .

3.3 Le caractére alterné

Definition 82. Soit E un espace vectoriel sur un corps K (généralement K =
R, mais on peut vérifier sans peine que les résultats restent valables sur le corps
C des nombres complexes). Soit B = (ey,...,e,) une base de E et soient
Ui, ..., U, n vecteurs de E. Soit A la matrice dont la colonne i contient les
coefficients de u; dans la base B. On définit

detp(uy,...,u,) =det(4) .

Vandermonde et Laplace étudient les déterminants en les voyant ainsi comme
des fonctions de n vecteurs. Vandermonde montre que ces fonctions
- s’annulent lorsque deux de ces vecteurs sont identiques,
- prennent des valeurs opposées lorsqu’on permute deux vecteurs.
Laplace redémontre (de fagon propre) les résultats de Vandermonde. Résumons
les en une proposition.

Proposition 83. Soit o une permutation de {1,...,n}. Alors, pour tout n-
uplets de vecteurs uy,...,u, de R™ et toute base B de R,
detp(Uy(1), - - Uo(n)) = e(0)detp(ur, ... up) .

En particulier, le déterminant change de signe quand on échange deux colonnes
et il est nul lorsque deuz vecteurs w; et u; sont égauz.

Preuve : On raisonne par récurrence sur n. Comme S,, est engendré par les
transpositions, il suffit de montrer le cas particulier ou ¢ est une transposition
ti,. Notons A’ la matrice obtenue en échangeant les colonnes k et [ de A.

det(A/) =aiz det(AL(l’l)) — a2 det(AL(l’z)) + ...+ (—1)1+k det(AL(Lk))—‘r
A (D) det(A g )+ A (D) det(AT )
Sij & {k,l}, onadet(A_ ;) = —det(A_(,;) par I'hypothése de récurrence.
D’autre part,

a1 ... QArk—-1 QA1 k41 .. A1g—1 A1k A1g41 ... Q1n

) )

AL gy =

p1 -+ Qpk—1 Onk+l -+ Qnil-1 Ank GQnilyl  --- Ann
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)

a1 ... Qi k-1 @1k ... G1]—1 G141 --- Q1n
A= : :
Gp1 - Qnk—1 Gpk --- Gpi—1 Qi+l --- Opp
Par ’hypothése de récurrence, on a donc
det(A” () 1)) = e((kk+1,...,1 = 1)) det(A_(1 )
= (1) det(A 1 p) -

On montre de la méme fagon que det(A”, ;) = (=1)*=1 det(A_(1 1)) On a
donc établi que

det(A") = —ay 1 det(A_(1 1)) + a12 det(AL(l’Q)) A D Rl D det(A_(1p))+
R A G det(A_(1p)) +... — (-1t det(A_(1,n))
= —det(A) = e(ty,;) det(A) .
Si les vecteurs uy et u; sont égaux, alors, on a d’une part
detp(ut, .oy Uk, ey Upy ey Up) =detp(Uy, oo Uy e Uky o vy Uy)

puisque ces deux matrices sont égales. Mais d’autre part, d’aprés la premiére
partie du théoréme,

detp(Ur, ..o Uk, .oy UpyenoyUy) = —detg(Ur, ..oy Uy, .oy Uky ooy Up)
On en déduit que, nécessairement,

detB(U],...7Uk,...,Ul7...,U,n) =0.

3.4 Multilinéarité

Definition 84. Soient E un K -espace vectoriel et p un entier. On appelle forme
p-linéaire sur E une application ¢ : EP — K telle que, pour tout i € {1,...,p}
et tout famille (u;)icq,... p}, Vapplication

U O(UL, ey U1, Uy Ui 1, - -+, Up)
est linéaire.

Par exemple, si p = 3, ¢ : E? — K est une forme 3-linéaire si toutes
les applications u — (u,u2,us), u — @(u,u,us) et u — @(ug, uz,u) sont
linéaires. On parle également de formes multilinéaires sans préciser le p.

Proposition 85. Soit B une base de E. L’application detp : E™ — K est
n-linéaire.

Preuve : Raisonnons par récurrence sur n. Soit A une matrice carrée dont les

colonnes définissent des vecteurs uy, ..., u,. On suppose qu’il existe k, uj, uj,
"

et A € K tels que u; = uj, + Auj. On écrit
A:[ul AU | VA un] ,
Al=u ... u, ... ul ,

A”:[ul ooupo un}
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On a
det(A) = ay,1 det(A_(11)) + ...+ (1) (a) , + Aaf ;) det(A_1 1))
oA (D) det(A (1)
Par hypothése de récurrence, pour tout j # k,
det(A_(1 ) = det(A_ ;) + Adet(A” ;) .
De plus, det(A_(1 ) = det(A”; ;) = det(A”, ;,), donc
det(A) = det(A’) + Adet(A) .
O

Attention On a, si A est une matrice carrée dont les colonnes sont les coor-
données des vecteurs uy,...,u, dans une base B et si A € K,

det(AA) = detp(Auy,...,Au,) = AN*detg(uy,...,u,) = A" det(A) .
En particulier donc det(AL,) = A™.

Remarque : La propriété de multilinéarité du déterminant a été découverte
par Catalan, 96 ans aprés les travaux de Cramer!!

Definition 86. Une forme p-linéaire p : EP — K est dite alternée si, pour tout
Uui,...,u, de EP, po(uq,...,u,) s’annule dés qu’il existe i # j tels que u; = u;.

On a vu que le déterminant était une forme n-linéaire alternée. On peut
généraliser les autres conclusions de la Proposition [B3] aux formes p-linéaires
alternées.

Proposition 87. Soit ¢ : EP — K une forme p-linéaire alternée et uy, ..., u,
dans E. Alors, on a, pour tous i < j de {1,...,n},

O(Ur, oy Uiy Uy Up) = — (U, Wy, Wiy ey Up)
De plus, pour tout o € S,
O(Uo(1); -+ Uo(py) = () (UL, ..., Up) -
Démonstration. Pour la premiére partie, on a, comme ¢ est alternée,
e(ug,...,u+uy,..., 4 +uj,...,u,) =0 .

Comme ¢ est p-linéaire, on a de plus

s

eug, ..., u +uy,. . w4 uy, .., u) = (U, .., W, W,

co,up)
+o(ug, ..., w05, .,up)
+o(ug, ... w0, 0y)
+o(ar,. .. w0, 0p) .

Le premier et le dernier terme du membre de droite sont nuls car ¢ est alternée,
donc

eag,...,u, .., ,0) Fo(a, .., wg, ., 0,0 ,0,) =00

Pour la seconde partie, on décompose ¢ = t; o... ot en transpositions et on
applique récursivement le résultat de la premiére partie de la proposition. [J



3.4. MULTILINEARITE 39

Proposition 88. Soit ¢ : EP — K wune forme p-linéaire alternée. Alors,
o(ur,...,up) =0 sila famille wi, ..., u, est liée. De plus, on a, pour tout i
et tout Ai,..., A, de K,

(,O(Ul,...,’ll,i,...,up) :¢(U1,,UZ+ZAJ’U,]7,UP) .
J#i
Preuve : On montre d’abord la seconde partie de la proposition. On a par mul-
tilinéarité
olug,...,u; +Z)\juj,...,up) =p(ur,...,0,...,up)
J#i

+Z)\js&(ula---,uj,...,ljlp) .
J#i

Tous les termes de la somme du second membre de droite sont nuls car ¢ est
alternée.
Pour la premiére partie, si uy,...,u, sont liés, il existe A1,..., A, non tous

nuls tels que
n
Z /\illi =0 .
i=1
Supposons que \; # 0, on a alors

u; + Z Nju; =0, ot Ny =
J#i

bt

Comme ¢ est p-linéaire,
0=¢(u,...,u +Z)\;uj,...,up) :
J#i
D’aprés la seconde partie de la proposition, on en déduit donc que
e(ar,...,u4,...,up) =0 .
O

Supposons jusqu’a la fin de cette section que E est un espace vectoriel de
dimension n. On étudie les formes n-linéaires alternées sur E.

Proposition 89. Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Soit ¢ : E™ — K une
forme n-linéaire alternée. Alors, pour toute famille wy, . .., u, de vecteurs de E,
on a

o(u, ..., uy) =Detpg(u,...,u,)po(er,...,e,) .

Preuve : Soit uy, ..., u, une famille de vecteurs de E et soit A la matrice telle
que, pour tout 7, la i-éme colonne est formée des coefficients du vecteur u; dans
la base B. Ainsi,

n n
<p(u1,...,un) :(p( E aiylei,..., E aiynei) .
=1 =1
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En développant cette expression par multilinéarité et en utilisant le caractére
alterné de ¢, on voit que tous les termes de la somme sont nuls, sauf ceux

de la forme Go(1),1 - ..ag(n)yngo(eg 1 7...,e(,(n)), oll o est une permutation de
{1,...,n}. D’apreés la Proposition ces termes sont de la forme

Uo(1),1 -+ - Go(n)nE(0)p(e1, ... €n)
On a ainsi montré que

o1y ) = 3 (011~ By (1, s €n)
ocES,

= Det(A)yp(e,...,e,) = Detg(A)p(er,...,e,) .
L]

La Proposition [89 permet de montrer 'égalité des deux définitions de déter-
minant.

Corollaire 90. Les applications det et Det coincident.

Preuve : Soit B une base de E. D’aprés les Propositions B3] et [8F] detp est une
forme n-linéaire alternée. D’aprés la Proposition [89] on a donc

detp(uy,...,u,) = Detg(uy,...,u,)detg(er,...,e,) .

Enfin, d’aprés la Proposition detgp(eq,...,e,) =1, ce qui conclut la preuve
du corollaire. O

Le Corollaire [90] permet de reformuler la Proposition

Proposition 91. Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Soit ¢ : E™ — K une
forme n-linéaire alternée. Alors, pour toute famille wy, ..., u, de vecteurs de E,
on a

(U, ..., up) =detp(ug, ..., up)p(er, ..., e,) .

3.5 Reégles de calcul de déterminants

La régle de Sarrus pour les matrices de taille 3 procéde de la fagon sui-
vante. On écrit la matrice A. obtenue en recopiant les deux premiéres colonnes
de A de la facon suivante.

a1 ai2 i3 G111 AaAi2
A= a1 dag2 Q23 G271 A22
a31 as2 a3z3 a3l Aa32

Alors, le déterminant de A est égal & la somme des produits des coefficients de
chaque diagonale de A, moins la somme des produits des coefficients de chaque
antidiagonale de A..

det(A) = (a1,1a2,2a3 3401 202,303 1+01,302,103 2)— (a1 202,103 3+0a1,102,303 2+01 302,203 1) -

Proposition 92 (Déterminant de la transposée). Soit A une matrice carrée
d’ordre n. Alors, det(A) = det(AT).
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Preuve : Soit a; ; le coefficient générique de A et b; ; celui de AT Rappelons
que b; ; = a;,; pour tout couple d’entiers 7, j. Par la formule de Cramer, on a

det(AT) = Z 8(0’)[)0(1),1 cee ba(n),n = Z 6(0’)0,170(1) <o Qpo(n) -
oSy oESy

En réarrangeant les termes du produit, on a donc

det(AT) = Z 5(0)@0—1(1)71 cOo=1(n)n -
oESy

Comme £(0) = (o~ 1), on a donc

det(AT) = Z 6(0’71)(10—1(1)’1 < Qg=1(n)n
ocES),

Dans cette derniére somme, tous les termes de la forme (0)ag(1),1 - - - Go(n),n
apparaissent une fois et une seule, donc, finalement

det(AT) = Z 6(0’)@0(1),1 < Qo(n),n = det(A) .
oES,

O

La Proposition 92 permet d’obtenir immédiatement les propriétés suivantes.

— Le déterminant change de signe si on échange deux lignes.

— Le déterminant est linéaire par rapport & chaque ligne.

— Le déterminant ne change pas si on ajoute & une ligne une combinaison
linéaire des autres.

Proposition 93 (Déterminant des matrices triangulaires). Soit A une matrice
triangulaire de coefficient générique a; ;. Alors det(A) =a1,1...ann-

Preuve : On procéde par récurrence sur n et on développe par rapport a la
premiére colonne si A est une matrice triangulaire supérieure. Le résultat pour
les matrices triangulaires inférieures se déduit alors de la Proposition[02l O

La méthode du pivot Soit A une matrice d’ordre n dont les colonnes défi-
nissent des vecteurs uy,...,u, par rapport a la base canonique. Pour calculer
le déterminant de A, on peut utiliser la méthode du pivot sur les vecteurs
uy,...,u, puisque le déterminant change de signe si on permute deux colonnes
et que sa valeur ne change pas si on ajoute & une colonne une combinaison li-
néaire des autres. Une fois qu’on s’est ramené par cette méthode & une matrice
triangulaire, il suffit d’appliquer la Proposition

D’aprés la Proposition on peut également appliquer la méthode du pivot
sur lignes.

Ces méthodes sont efficaces pour calculer la valeur numérique du détermi-
nant en général. Pour certaines matrices (en particulier celles “creuses"), on
pourra aussi essayer d’appliquer une des méthodes suivantes.
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Développement par rapport & une ligne ou une colonne quelconque
On a, pour tout i et j de {1,...,n},

n

det(A) =Y (=1)"a; p det(A_(i ) = > _(=1)*ag ; det(A_(5)) . (3.4)
k=1 k=1

Exercice : Démontrer ces relations!

Exemple En développant par rapport & la 3éme colonne on a

1 205 L o5
-1 1 2 1

=-2(4 0 6
4 00 6 Yo
1.0 0 4

En développant par rapport a la 2éme colonne, il vient alors
0 5

2

1 21
4 0 0 6

0 0 4

3.6 Déterminant d’un endomorphisme

Proposition 94 (Caractérisation des bases). Soit E un espace vectoriel de

dimension n et B = (ey, ..., e,) une base de E. Une famille C = (€},...,€})
de n vecteurs de E est une base de E si et seulement si detp(é€),...,e,) # 0.
Dans ce cas, on a detp(€],..., €, )detc(er,...,e,) = 1.

Preuve : Si C n’est pas une base, la famille est liée, donc detp(ef,...,e),) =0

par la Proposition Si C est une base, alors, d’aprés la Proposition [01]

1 =detc(e},...,e,) =detg(e],..., e, )detc(er,...,e,) -

rn v n

O

Proposition 95. Soient E un espace vectoriel de dimensionn, B = (ey,..., e,)
et C = (€),...,€,) deux bases de E et f : E — E, un endomorphisme de E.
Alors

detc(f(e1), .., f(e,)) = detp(f(er), ..., flen)) -

Preuve : D’apreés la Proposition appliquée a la forme n-linéaire ¢ = detp
dans la base C,

detp(f(€)),..., f(e))) =detc(f(e}),..., f(e,))detp(e],... €),) .

D’aprés la Proposition appliquée a la forme n-linéaire ¢ : (uy,...,u,) =
detp(f(uy),..., f(u,)) dans la base B,

detp(f(€)),..., f(e))) =detp(e],... e, )detg(f(e1),..., f(en)) -

On a donc

detc(f(€)),..., f(el))detp(e],... e,) =detg(e],... e, )detg(f(e1),..., f(e,)) .

Comme detp(e],...,e),) est non nul d’aprés la Proposition on a bien le

résultat. O
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La proposition (95| montre que detg(f(e1),..., f(e,)) ne dépend pas de la
base choisie. Dans la suite, on notera det(f) la valeur commune de ces déter-

minants. En appliquant la Proposition [91] & la forme linéaire ¢ : (uy,...,u,) =
detp(f(uy),..., f(u,)) dans la base B, on obtient la proposition suivante.

Proposition 96 (Formule du volume). Soit E un espace vectoriel de dimension
n et f un endomorphisme de E. Pour toute base B de E, on a

detg(f(wr),..., f(u,)) =det(f)detg(u,...,u,) .

Proposition 97 (Critére d’inversibilité). Soit E un espace vectoriel de di-
mension n et f un endomorphisme de E. f est inversible si et seulement si

det(f) # 0.

Preuve : Soit B = (eq,...,e,) une base de E. f est inversible si et seule-
ment si C = (f(e1),..., f(e,)) est une base de E. D’aprés la Proposition
C' est une base de E si et seulement si detp(f(e1),..., f(e,)) # 0. Comme
detg(f(e1),..., f(en)) = det(f), la preuve est terminée. O

Proposition 98 (Déterminant de la composée). Soit E un espace vectoriel de
dimension n et soient f et g deur endomorphismes de E. Alors, det(f og) =
det(f) det(g).

Preuve : Soit B = (ey,...,e,) une base de E. La formule du volume appliquée
aux vecteurs g(e1), ..., g(e,) donne

det(fog) =detp(fogler),...,foglen))
= det(f)detg(g(er),...,g(en)) = det(f) det(g) .

O

Déterminant de la matrice d’un endomorphisme. Soit f un endomor-
phisme d’un espace vectoriel E, de matrice A dans une base B = (eq,...,e,).
Alors, le déterminant de f,

det(f) = detg(f(e1),..., f(e,)) = det(A) . (3.5)

3.7 Déterminant d’une matrice carrée.

Les propriétés des déterminants d’endomorphismes fournissent immeédiate-
ment les propriétés suivantes de déterminants de matrices via 'identité (3.5)).
— det(AB) = det(A) det(B) = det(BA).
— A est inversible si et seulement si det(A) # 0.
— Si A est inversible det(A™!) =1/ det(A).
— Si A et B sont semblables, alors det(A) = det(B).
Exercice : Vérifier ces propriétés!
Commentaires : La premiére propriété a été établie en 1812 par Cauchy au
terme de longs calculs.
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Cofacteurs.
Definition 99. On appelle cofacteur cof; ;(A) la quantité
COfi’j(A) = (—I)H_j det(A,(i’j)) .
La matrice cof(A) de taille n, de coefficient générique cof; ;(A) est appelée la
matrice des cofacteurs de A. Elle vérifie en particulier cof(A)T = cof(A™).

Proposition 100 (Formule de l'inverse). Soit A une matrice carrée d’ordre n.
On a

Acof(A)" = cof(A)T A = det(A)I,
En particulier, si A est inversible, A™' = (1/ det(A))cof(A)T

Preuve : il suffit d’établir la premiére propriété, la seconde en découle directe-
ment. Pour tout couple (7,7), le coefficient d’indice (i, j) de Acof(A)T est

Zal kCij k Zal k ]+k det(A (, k)) .

Sii=j,ce coeﬂiment vaut

> (1) a; . det(A (k)

k=1

D’apres ’équation , c’est donc det(A). Si i # j, ce coefficient est celui du
déterminant de la matrice A’ suivant sa j-éme ligne, la matrice A’ étant obtenue
en remplacant la j-éme ligne de A par sa i-éme ligne. La matrice A’ ayant deux
lignes égales a un déterminant nul, ce qui conclut la preuve. [

Exercice. Calculer avec la régle précédente I'inverse de la matrice

1 3 -1
A=]3 -1 1
-2 1 =3
Definition 101. Un systéme de Cramer est un systéme de la forme Ax = y,
ou A est une matrice carrée inversible. L’inconnue est x.

La solution d’un systéme de Cramer est égale a

z=Aly .
D’aprés la Proposition [LI00} on a donc
1
= f(A) 'y .
der(a) oAy

La i-éme ligne de x est égale a

1 . qyids
x; det Zcof“ )y; = det(A) Z( 1) det(A—(J,z))yJ

Jj=1

Dans cette formule, le numérateur est le déterminant de la matrice en remplagant
dans A la i-éme colonne par y.

En pratique, on utilise rarement ces formules pour calculer les solutions
d’un systéme, car le nombre d’équations & résoudre croit rapidement avec la
dimension. En revanche, ces formules sont fort utiles théoriquement comme nous
le verrons dans les prochains chapitres.
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3.8 Déterminant et rang

Definition 102 (Matrice extraite). Soit A une matrice carrée de taille n, I
et J deux sous-ensembles de {1,...,n}. On note Ay la matrice obtenue en
supprimant dans A les lignes dont les indices ne sont pas dans I et les colonnes
dont les indices ne sont pas dans J. On note également A_(; jy la matrice
obtenue en supprimant dans A les lignes dont les indices sont dans I et les
colonnes dont les indices sont dans J.

Proposition 103. Une matrice A est de rang r si on peut en extraire une
matrice Ar j carrée, de taille r, telle que det(Ayg, ;) # 0 et si toute matrice
extraite Ay j carrée de taille r +1 a un déterminant nul.

Preuve : Supposons A de taille n et notons uy,...,u, ses vecteurs colonnes.
Par l’algorithme de pivot, on peut déterminer une sous famille u;,,...,u; de
r vecteurs indépendants. Cet algorithme construit avec r lignes i1,...,%, des
vecteurs uj,,...,u;, une famille triangulaire wy,...,w, de vecteurs non nuls.
SiI={i1,...,iryet J={j1,...,Jr}, le déterminant de A y est égal au produit
des coefficient diagonaux de la matrice de colonnes wi, ..., w,, il est non nul.

Soient maintenant I’ et J’ deux sous-ensembles de {1,...,n} de taille r + 1.
La famille (u;);er est liée, il existe donc (w;);cr # 0 tel que

ZmuZ:O .

iel’

En particulier, les 7 + 1 lignes d’indices dans J’ de ce systéme montrent que les
colonnes de Ay ;s sont liées, donc que det(Ay j) = 0.

Pour la réciproque, soit A une matrice vérifiant les hypothéses de la pro-
position. On peut extraire de A une sous-matrice Ay ; de taille r inversible.
Les vecteurs (u;);er sont donc linéairement indépendants et A est donc de
rang au moins r. Soit alors k& ¢ I. On applique alors lalgorithme du pivot a
(u)ierugry- On obtient une famille triangulaire vi,...,v, et un vecteur v, ;.
uy, est linéairement indépendant de (u;);cr si vr41, dont les r premiéres co-
ordonnées sont nulles, a une coordonnée s non nulle. Dans ce cas, on aurait
det(Augry,sugs}) # 0. Par hypothése, det(Auxy,sufsy) = 0, donc uy est li-
néairement lié & (u;);e;. Comme c’est vrai pour tout k ¢ I, A est de rang
. O

3.9 Exercices

Exercice 1

1. Calculer les déterminants des matrices suivantes.

2 -1 3 4
2 3 3

1 3 2 0 4 -5

A{—?J’ B:ggg, =12 4 3 1

0 -3 1 -1

2. Déterminer A~!, B~! en utilisant les formules de Cramer. (Calculer C~!
si vous voulez vérifier I'affirmation “le nombre de calculs augmente rapi-
dement avec la dimension" du cours).
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3. Calculer le déterminant des matrices suivantes.

1 cos(a) cos(2a) sin(a) sin(2a) sin(3a)
D= |1 cos(b) cos(20)], E = [sin(b) sin(2b) sin(3b)
1 cos(e) cos(2¢) sin(c¢) sin(2¢)  sin(3c)

Exercice 2

[Jacobi 1827] Une matrice A de coefficient générique a; ; est dite antisymeé-
trique si, pour tout ¢ et j de {1,...,n}, a;; = —a;;. Dans tout I'exercice, A
désigne une matrice antisymétrique, de coefficient générique a; ;.

1. Que dire de a;; 7

2. Montrer que, si n est impair, det(A) = 0.

3. Calculer det(A) lorsque n € {2,4}. Montrer que det(A) est le carré d’un

polyndme en les coefficients de la matrice. (Ce résultat s’étend a tout n
de la forme n = 2p).

4. Calculer det(A) lorsque n est pair et que les coefficients au dessus de la
diagonale sont tous nuls, sauf ceux de la forme a;;41,7=1,...,n —1.
Exercice 3

Exprimer det(cof(A)) en fonction de det(A).

Exercice 4

Dans 'exercice, les coefficients non explicités sont nul, par convention.

1. Calculer, pour n > 2,

a b
D, =
a b
b a
2. Pour tout n > 1, on pose
z x T
Yy oz
Dn == |.
Y z

Déterminer une relation de récurrence entre D,, et D,,_1 et en déduire la
valeur de D,,.

3. Pour tout n > 1, on pose

Trouver une relation de récurrence entre D,,, D,,_1 et D,,_o et en déduire
la valeur de D,,.
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Exercice 5

1. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n» muni d’une base B =
(e1,...,ep) et soit f un endomorphisme de E. Soit

n

p:E" = K, (ug,...,u,) — ZdetB(uh...,f(ui),...,un) .
i=1

Montrer que ¢ est une forme multilinéaire alternée et en déduire que

p(ug,...,u,) = Tr(f)detg(uy,...,up) .

2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n muni d’une base B
et soit (uy,...,u,) une famille de n vecteurs de E. Montrer la formule
suivante (Catalan 1846)

detp(u;+...up, 0y —Ug,..., 0,1 —u,) = n(—1)""'detg(uy,...,u,) .

En déduire

1 1 1 1 1 1
1 -1 0 0 0 0
o 1 -1 0 0 O
0 0 1 -1 0 0
0o 0 O 1 -1 0
0 0 0 0 1 -1
Exercice 6
Soit K un corps, n un entier, z1,..., o, des éléments de K. La matrice de
Vandermonde associée est la matrice
1 o xf o a2t
1 xo 22 ... a7t
M(mlv »xn) = 2 ?
1 x, xfl e 3:2_1
Le déterminant de Vandermonde associé¢ V(z1,...,x,) = det(M(z1,...,2x)).

Calculer V(x1,...,2p).
Remarque : Vandermonde ne semble pas avoir travaillé sur les déterminant
qui portent son nom.

Exercice 7

Donner, a ’aide du déterminant, une équation de ’hyperplan engendré par
une famille libre uy,...,u,_; d'un K-espace vectoriel F de dimension n.

Exercice 8

Soit A la matrice carrée de taille n de coefficient générique a; ;. On suppose

que,
> Y ail

je{1,....n}\{i}

Vie{l,...,n}, |ai,i
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1. Montrer que A est inversible.

2. Si on suppose de plus que, pour tout ¢ € {1,...,n}, a;; > 0. Montrer
qualors det(A) > 0.

Exercice 9

Soit A la matrice carrée de taille n de colonnes Aq,..., A, et B la matrice
carrée de taille n de colonnes By, ..., B, définies par

ViE{l,...,n}, B; = Z Aj .
Je{1,...,nI\{i}

Exprimer det(B) en fonction de det(A).

Exercice 10

Soit A € M, (R) une matrice dont les coeflicients vérifient
n
Vi, j e {l,...,n},ai; >0, Vie{l,...,n}, Zai,j <1.
j=1

Montrer que |det(A)| < 1.

Exercice 11

Soit a, A1, ..., A\, € C. Calculer le déterminant de la matrice suivante.
a+ A a ... a
a at+ A ... a
A= : ) :
a .. a+ A,

Exercice 12

Soient ay,...,a, et by,...,b, des complexes. Calculer le déterminant de la
matrice A dont le coefficient générique a; ; est donné par

a; + bz sii= ] s
Q5 = .
b; sinon .
Exercice 13

Soient a,b,c des complexes. Calculer le déterminant de la matrice A €
M,,(C) définie par
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Exercice 14

1. Soient A et B deux matrices de M, (R). Montrer que

A B
det(_B A)}O.

2. Si A et B commutent (AB = BA) montrer que det(A? + B?) > 0.
3. Trouver un contre-exemple & la question 2 si A et B ne commutent pas.

4. Soient C et D deux autres matrices de M, (R) et supposons que AC =
CA.. Montrer que

A B
det <C D> = det(AD — CB) .

Exercice 15

Soit A une matrice inversible carrée de taille n et B une matrice carrée de
taille n. Montrer qu’il existe € > 0 tel que, pour tout z €] —¢,¢[, A + 2B est
inversible.

Exercice 16

Soit A la matrice définie par

3 -2 =3
A=1-2 6 6
2 -2 =2

1. Déterminer les valeurs de x pour lesquelles det(A — zI3) = 0.

2. Déterminer une matrice P telle que PAP ™! est diagonale.

Exercice 17

Déterminer les endomorphismes de R™ tels que f(Z™) = Z™.

Exercice 18

Soit A et B deux matrices qui commutent, montrer que les comatrices de A
et B commutent.

Exercice 19

1. Déterminer le rang de B = cof(A)” en fonction de celui de A.

2. Supposons que le rang de A est n — 1 et soit C une matrice telle que
AC = CA = 0. Montrer qu’il existe A > 0 telle que C = AB.
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Chapitre 4

Réduction des
endomorphismes

Dans tous le chapitre, K est un corps, F¥ est un K-espace vectoriel de di-
mension finie n et f est un endomorphisme de E. On recherche une base de
E dans laquelle f ait une forme diagonale si possible, ou triangulaire. Soit f
I’endomorphisme de E dont la matrice dans une base B = (e1, €3, e3) s’écrit

1 2 -3
A=1|1 4 -5
0 2 -2

Considérons la base B’ = (vq,va,v3) ou vi = (1,1,1), vo = (1,3,2), v =
(1,2,1). Montrer que

AV1 = 07 AV2 = V2, AV3 = 2V3 .

En déduire, que, dans la base B’, f a pour matrice

B =

o O O
o = O
N OO

Notons P la matrice de lidentité entre (E,B’) et (E,B). P! est la matrice
de l'identité entre (E, B) et (F, B’). Il est clair que l'application f : (E, B’") —
(E, B’) (de matrice B) peut se “factoriser" de la fagon suivante

(E,B) % (B,B) L (E,B) 2L (B, B) .
P A P—l

On a donc les relations matricielles
B =P AP, A=PBP ! .

Dans ce chapitre, on s’intéresse & déterminer des conditions suffisantes sur une
matrice A sous lesquelles A est semblable & une matrice diagonale ou trian-
gulaire. On s’intéressera aussi a la détermination d’algorithmes permettant la
construction d’une base B’ dans laquelle A est diagonale.

o1
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4.1 Formalisation du probléme

Soit A la matrice de ’endomorphisme f dans une base B = (eq,...,e,). On
note a; ; le coefficient générique de A. On cherche une base B' = (vy,...,vy,)
dans laquelle la matrice de f est diagonale, de matrice

A0 ...0
A = 0 .
: . -0
0 ... 0 X\,
Cela signifie que, pour tout i € {1,...,n}, le vecteur v; satisfait la relation
f(vi) = A\;jv;. Cette relation se réécerit v; € ker(f — M\;id). La Proposition
permet alors d’affirmer que Ay, ..., A\, sont solutions de ’équation

det(f — Aid) =0 .

Matriciellement, one peut écrire de maniére équivalente que Ai,...,\, sont
solutions de 1’équation

a1,1 — AL Q1,n

an,1 cee Opnp — A

C’est une équation polindomiale de degré n (le montrer par récurrence sur n!) a
partir de laquelle on va construire B’.

4.2 Vocabulaire

Definition 104. On appelle valeur propre de f tout élément A € K tel que
det(f — \id) = 0, i.e., tel que f — Nid est non-injective.

On appelle valeur propre de A tout élément A € K tel que det(A —\I,,) =0,
i.e., tel que A — M\, est non-injective.

Definition 105. On appelle vecteur propre de f (associé a la valeur propre \)
tout vecteur de ker(f — \id), i.e., tout vecteur v tel que f(v) = .

On appelle vecteur propre de A (associé & la valeur propre \) tout vecteur
de ker(A — A1), i.e., tout vecteur v tel que Av = Av.

Definition 106. f (resp. A) est diagonalisable si et seulement il existe une
base de E formée de vecteurs propres de [ (resp. A).

Definition 107. Le spectre de f (resp. A) est l’ensemble de ses valeurs propres.

Definition 108. L’espace propre de f (resp. A) associé & la valeur propre A
est lespace ker(f — Aid) (resp. ker(A — A\I,)).

Definition 109. Le polynome caractéristique de f (resp. A) est défini par
X(f) : A= det(f — \id), (resp. x(A) : A= det(A — \L,)) .

C’est un polynome de degré n en .
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Proposition 110. Deuzx matrices semblables A et B ont méme polynéme ca-
ractéristique.

Preuve : Par hypothese, il existe P telle que A = PBP ™!, donc pour tout
ANEK,
A-),=PB-\,)P .

Les propriétés énoncées au début de la Section [3.7] permettent alors de déduire
det(A — \I,) = det(P) det(B — AL,) det(P) ™! = det(B — \L,) .
Ainsi, on a bien x(A) = x(B). O
Proposition 111. Soient A et p deux valeurs propres distinctes de f, alors
ker(f — Nid) Nker(f — pid) = {0} .

Preuve : Soit v € ker(f — Aid) Nker(f — pid). Alors

Av=f(v)=pv .
Donc (A — p)v =0, et comme A — p # 0 par hypothése, v = 0. O
Proposition 112. Supposons que f a k valeurs propres distinctes Ay, ..., A\, et

notons E1,. .., Ey les espaces propres associés. Si E = F1 @ Eoy®...® Ey alors
f est diagonalisable.

Preuve : Soit uy;,...u,,; une base de Fj;. u;; est un vecteur propre de f par
définition. De plus, (uj,i)je{l ,,,,, ni},ie{l,....k}, réunion des bases des FE;, est une
base de E car les E; sont en somme directe. £ admet donc une base de vecteurs
propres de f, donc f est diagonalisable. O

4.3 Exemple

Reprenons ’exemple de la matrice A donnée en introduction de ce chapitre.
Son polynéme caractéristique s’écrit

1-x 2 -3
XA)=|1 4-x -5
0 2 2

Vérifier que
X(A) = (1 =XNAA=-2) .

Ce polynome a 3 racines 0 1 et 2, donc A a 3 valeurs propres distinctes. Pour
déterminer ’espace propre associé a la valeur propre 0, on résout le systéme

Ax=0.

On vérifie que (1,1, 1) est vecteur propre et que I’espace propre associé a 0 est
de dimension 1.

Exercice : Déterminer de méme les espaces propres associés aux valeurs propres
1 et 2.
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4.4 Conditions suffisantes de diagonalisabilité

Proposition 113. Si le polynome caractéristique de f (resp. de A) an racines
distinctes alors f (resp. A) est diagonalisable.

Preuve : Soient A1, ..., A, les racines distinctes de x(f) et soient uy,...,u, des
vecteurs propres associés. On veut montrer que uy,...,u, est une base de F.
Montrons par récurrence que uy, ..., U est une famille libre. La propriété étant
vraie au rang 1, on la suppose vraie a un rang k < n — 1 quelconque et on veut
la montrer au rang k + 1. Soient wy, ..., wr4+1 des éléments de K tels que

k+1
Zwiui =0. (41)
i=1

En appliquant f aux deux membres de cette égalité, on en déduit

k+1 k+1

0= Zwif(ui) = ZwMiuz‘ : (4.2)
i=1 i=1
En multipliant Iégalité (4.1) par A\x11 et en soustrayant 1’égalité (4.2), on en
déduit
k
Zwi()\kH - )\1)1.12 =0 .
i=1
De ’hypothése de récurrence, on tire alors que
Vi € {1,...,]6}, wi(/\k+1 _/\i) =0 .
Comme tous les termes A1 — A; # 0 par hypotheése, il vient donc
ViE{l,...,k}, w; =0 .

Finalement, en injectant ce résultat dans I’égalité (4.1)), on en déduit w41 ug+1 =
0, donc wg41 = 0, ce qui conclut la preuve. O

La Proposition (113)) suggére la méthode suivante pour diagonaliser 'endo-
morphisme f. Soit A la matrice de f dans la base canonique. On calcule le
polyndme caractéristique y(A) de A et on le factorise. S’il s’écrit comme un

produit []1, (A; — X), avec A1, ..., A, toutes distinctes, alors on résout les sys-
témes (A — A\;In)x = 0 pour trouver un vecteur propre u; associé a \;. La
famille B = (uy,...,u,) obtenue ainsi est une base de E dans laquelle f est

diagonal. Pour retrouver sans erreur la formule du changement de base, le plus
str est de “factoriser" f comme nous ’avons vu en introduction de ce chapitre.

4.5 Condition nécessaire et suffisante de diago-
nalisabilité

Le polynéme caractéristique de f n’a parfois pas n racines simples.

Proposition 114. Soit A\ une valeur propre de f. Si dim(ker(f — \id)) = r,
alors \ est racine d’ordre au moins v de x(f)
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Démonstration. Soit uy,...u, une base de ker(f — Aid). Soit u,41,...,u, telle
que uy,...u, soit une base de E. Dans cette base, la matrice B de f s’écrit par
bloc :
D C
S

avec D = AL et 0 la matrice nulle. Il s’en suit que
x(f)(z) = det(B — 2ly) = (A — 2)" det(C’ — zI,,_,.) .
O

Corollaire 115. Si x(f) n'est pas scindé dans K, f n’est pas diagonalisable.
S’il existe une racine \ de x(f) de multiplicité strictement supérieure a la di-
mension de ker(f — \id), alors f n’est pas diagonalisable.

Preuve : Soient A1, ..., Ay les racines distinctes de x(f) et m1, ..., my leur mul-
tiplicité respective. On a d’aprés la Proposition

k

k
Zdim(ker(f —\id)) € Zmi <n .

i=1 i=1

Sous chaque hypothése du corollaire, une des inégalités est stricte, donc les
sous-espaces propres de f n’engendrent pas E. O

Proposition 116. f est diagonalisable si et seulement si les deuzr conditions
suivantes sont satisfaites.

1. x(f) est scindé dans K[X].

2. Si on note Ai,..., A les racines distinctes de x(f) et my,...,my leur
multiplicité respective, alors dim(ker(f — \;id)) = m;, pour tout i €

{1,...,k}.
Exercice : Montrer que la Proposition se déduit de la Proposition [116)

Preuve : Montrons par récurrence que les sous-espaces FEi,...,E; ou E; =
dim(ker(f — A\;id)) sont en somme directe. C’est vrai pour [ = 1, supposons
le pour I < k quelconque. Soit S; = Fy & ... ® E;, il suffit de montrer que
SiN Ei11 = {0}. Soit u € S;N Ej4; = {0}. On a f(u) = A\jj1u. De plus,
u=v;+...+ v ouchaque v; € E;. Donc f(u) = Zézl Aivi = Ao Zizl v;.
Ainsi,
l

Z(/\l - /\l+1)Vi =0 .

i=1
D’apreés ’hypothése de récurrence, chaque (A\;—X;4+1)v; = 0 et comme \;— ;41 #
0, chaque v; = 0.

Comme les sous-espaces E; sont en somme directe, on a dim(E1&®...®Ey) =

Zle m;. Comme de plus x(f) est scindé, Zle m; = n. Donc

E=FE&.. . 0F, .

FE est somme directe des sous-espaces propres de f, donc f est diagonalisable.

O
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La Proposition [I16 permet d’étendre la méthode vue aprés la Proposi-
tion pour diagonaliser I’endomorphisme f. Soit A la matrice de f dans
la base canonique. On calcule le polynéme caractéristique x(A) de A et on le
factorise. S’il s’écrit comme un produit Hle()\i — X)™i avec Aq,..., A\ toutes
distinctes, alors on résout les systémes (A — A\;In)x = 0. Si, pour tout i, on
peut trouver une famille libre de m; vecteurs propres u; ; associé a \;, alors A
est diagonalisable et la famille B = ((ui,j)jzl,m’mi)i 1,....k obtenue ainsi est une
base de E dans laquelle f est diagonale.

Exemples : Soit A et B les matrices suivantes.

0 1 -1 1 2 -3
A=|-1 2 —-1|, B=|2 5 -7
-1 2 0 1 3 —4

1. Montrer que x(A) = x(B) = —A(X — 1)2
2. Montrer dim(ker(A —I3)) = 2, dim(ker(B — I3)) = 1.
3. Les matrices A et B sont-elles diagonalisables ?

4.6 Changement de corps de base

Considérons la matrice

- {005(9) —sin(H)}
A=,
sin(f)  cos(6)

On a x(A) = A2 —2\cos(0) +1 = (A — cos(#))? + sin?(#). Ce polynome n’a pas
de racines réelles, il n’est pas scindé dans R. Donc, tout endomorphisme f de
R? représenté par la matrice A n’est pas diagonalisable.

En revanche, le polynome x(A) a deux racines complexes, e’ et e, Donc
tout endomorphisme f de C? représenté par la matrice A est diagonalisable et
sa matrice dans une base de vecteurs propres s’écrit

e 0
B= { 0 ew}
4.7 Polynémes d’endomorphisme

Dans toute cette section F est un K-espace vectoriel, f est un endomor-
phisme de E. Définissons par récurrence

ff=id, fF=fofFl Vkx>1.
Definition 117. Soit P(X) = >, _, axX"* un polynéme a coefficient dans K.
On note P(f) =Y i _oarf".

La proposition suivante donne quelques propriétés élémentaires des poly-
noémes d’endomorphisme.

Proposition 118. P(f) est un endomorphisme de E et, si Py et Py sont deux
polynomes a coefficient dans K et a € K, on a
(PL+ P2)(f) = Pa(f) + Pa(f)
(PLR)(f) = Pi(f) o Pa(f)
(aPy)(f) = aPr(f) -
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Exercice : Soit A une matrice de taille n & coefficients dans K. Donner de méme
une définition de P(A) et quelques propriétés de base de cette construction.

Definition 119. On dit que P annule f ou que P est un polynome annulateur
de f st P(f) =
Proposition 120. Si F est de dimension n.
1. Si f est diagonalisable, il existe P scindé a racines simples tel que P(f) =
0.

2. Si P annule f, toute valeur propre de f est racine de P.

Preuve : On montre d’abord la propriété 1. Comme f est diagonalisable, il
existe une base B de E dont les éléments sont des vecteurs propres de f. Soit
A1,..., A\ les valeurs propres distinctes associées & ces vecteurs de base. Soit
P(X)= Hle(X —Ai). P est un polynome scindé a racines simples. Soit u € B,
il existe A; tel que f(u) = A;u, donc

k k
= [I (f=Nid)(f = xid)) = J[ (f—Aid)(0)=0 .
J=1,j7#i J=1,j#i
Donc P(f) est un endomorphisme annulant tous les éléments de la base B de
FE, c’est donc I'endomorphisme nul.
Montrons maintenant la propriété 2. Soit A une valeur propre de f et u un

vecteur propre associé. On montre par récurrence que, pour tout k, f*(u) = A\fu.
On en déduit par linéarité que, pour tout polyndéme @, Q(f)(u) = Q(A)u. Ainsi,

si P(f) =0, on a donc P(A)u = 0 et comme u est un vecteur propre, il est non
nul, donc P(\) = 0. O

Proposition 121 (Lemme des noyaux). Soi P un polynéme annulateur de f
et S et T, deux polynémes premiers entre eux tels que P = ST. Alors E =

ker(S(f)) @ ker(T(f)).

Preuve : S et T étant premiers entre eux, il existe U et V' des polyndémes de
K[X] tels que US + VT = 1. On a donc, pour tout x € E,

x=U(f)eS(f)x)+V(f) o T(f)(x) .

Si x € ker(S(f)) Nker(T(f)), on en déduit donc que x = 0. Donc ker(S(f)) et
ker(T'(f)) sont en somme directe. De plus, comme P annule f,

T()Uf)eoS()=UP)f)=0,  SHV(f)eT(f)=VP)(f)=0.
Ainsi, U(f) 0 S(f)(x) € ker(T'(f)) et V(f) o T(f)(x) € ker(S(f)), donc
E = ker(S(f)) @ ker(T(f)) .
O

Le corollaire suivant étend le lemme des noyaux & une factorisation plus
générale de P.

Corollaire 122. Si P = P, ... Py avec Py,..., Py premiers entre eur deuzr &
deuzx, alors

E =ker(P(f)) @ ... .ker(Pr(f)) .
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Exercice : Démontrer ce corollaire.
Muni de cette propriété, on peut énoncer une condition suffisante de diago-
nalisabilité.

Proposition 123. S’il existe P scindé a racines simples tel que P(f) = 0, alors
f est diagonalisable.

Preuve : P étant scindé a racines simples, il s’écrit P(X) = a(X — A1) ... (X —
Ak). On peut supposer sans perte de généralité que a = 1. D’apreés le Corol-
laire [I22] on a donc

E =ker(f —\id) @ ... ®ker(f — A\gid) .
Ceci implique que FE est diagonalisable. O

Ensemble, les propositions et montrent que l’existence d’un poly-
néme scindé & racine simples annulateur de f est une condition nécessaire et
suffisante de diagonalisabilité de f.

4.8 Triangularisation

Si f est triangularisable, sa matrice est semblable & une matrice triangulaire
supérieure. Notons Ay, ..., A, les coefficients diagonaux de cette matrice. On a
donc

X(NEX) =M =X) ... (A = X)

x(f) est donc scindé dans K[X]. On montre dans cette section que, réciproque-
ment, si x(f) est scindé, f est triangularisable.

Proposition 124. Si x(f) est scindé, f est triangularisable.
Remarque : en particulier, si K = C, tout endomorphisme est triangularisable.

Preuve : On raisonne par récurrence sur n. Soit u; un vecteur propre associé a

A1 et soit ug,...,u, des vecteurs tels que B = (uy,...,u,) forme une base de
E. Dans cette base, la matrice de f s’écrit par blocs
M L
S

Comme Y (A)(X) = (A — X)x(A")(X), on en déduit que
VANE) = (o — X) - (A — X) |

Donc A’ est la matrice d’un endomorphisme d’un espace E’ de dimension n — 1
dont le polyndéme caractéristique est scindé sur K. D’apreés ’hypothése de récur-
rence, il existe donc Py et T deux matrices de taille n — 1, T étant triangulaire
telles que

A'=P, TP .

1 0
P_{O Pl]

Soit alors
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On a
1|1 0
P - |:O Pl_l )
et
_ A LP A LP
1 _ M 1 _ M 1

P AP_{O P;lA'PJ_[o T]
A est semblable & une matrice triangulaire, donc elle est triangularisable, donc
f aussi. O

En pratique, pour chercher une base dans laquelle f est triangulaire, on
calcule son polynoéme caractéristique et s’il est scindé, on sait que f est triangu-
larisable. On détermine alors un vecteur propre associé & chaque valeur propre
et on compléte cette famille en une base de E. On calcule la matrice de f dans
cette base et on recommence la procédure sur la sous-matrice d’ordre inférieur.

4.9 Le théoréme de Hamilton-Cayley
Theorem 125 (Hamilton-Cayley). Si E est de dimension finie, x(f) annule
I

Preuyve : On démontre le théoréme dans le cas ou K = C. x(f) est scindé,
X(H)(X)= (A1 — X)...(\, — X). D’aprés la Proposition f est triangula-

risable, il existe une base B = (uy,...,u,) de E telle que
i—1
Vi € {1,...,77,}7 f(ul) :)\iui+2ai7juj .
j=1

Montrons par récurrence forte sur i que (Aid— f)o...(Nid — f)(u;) = 0, pour
tout j < 4. On a f(u;) = \uy, done (A1id — f)(u;) = 0. La propriété est vraie
pour ¢ = 1. Supposons qu’elle est vraie pour tous les entiers j < ¢ pour un entier
i quelconque inférieur & n — 1. On veut montrer que (Aid — f) o ... (A\jp1id —
f)(u;) = 0 pour tout j < ¢+ 1. On a par hypothése de récurrence, pour tout
J<,

(Alidf f) Oo... ()\H_lid* f)(u]) = ()\1+11d7 f) o (Alld* f) Oo... ()\Zldf f)(u]) =0

De plus

(Nig1id = f)(wig1) Z aiju;
donc, d’aprés 'hypothése de récurrence,
(Aid— f)o. .. (Aig1id — f)(uit1) Za” (Aid—f)o... (\id— f)(u;) =0 .
La propriété est donc également vraie au rang ¢ + 1. On a donc établi que, pour
tout ¢ € {1,...,n},

()\11(31 — f) Oo... ()\Zld - f)(llz) =0 s

ce qui implique que x(f)(u;) = 0. Ceci étant vrai pour tout ¢, on a bien x(f) =
0. O
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Le théoréme de Hamilton-Cayley (Cayley a énoncé le résultat général dans
un papier de 1853, mais en ne le démontrant que pour n = 2,3) peut étre
appliqué pour calculer 'inverse de f.

Ecrivons x(f) = ap + ... + a, X™. Le théoréme de Hamilton-Cayley assure
donc que

anf"+ ...+ a1 f = —apid .

Dans cette relation, le terme de gauche s’écrit
folanf" ' 4. .. 4+ aiid] ,

et dans le terme de droite ag = x(f)(0) = det(f). Donc f est inversible si et
seulement ag # 0 (voir la Proposition [97)). Dans ce cas, on a

1
fTl=—lan /" . Faid] .
"

4.10 Applications de la réduction des endomor-
phismes

4.10.1 Calculs de puissance

Si D = diag(A1,...,A,) est une matrice diagonale, alors pour tout entier r,
on a
D" = diag(A],..., \.,) -

Si maintenant A est diagonalisable, on peut calculer P (inversible) et D (dia-
gonale) telles que
A=PDP ' .

On a alors, pour tout entier r, en raisonnant par récurrence,

A"=AA" ' =PDP'PD"'P ' =PD'P ! .

4.10.2 Systémes différenciels linéaires du premier ordre

On cherche les fonctions g1, ..., g, telle que
[91] g1
| =a]:
gqlm In

Supposons A diagonalisable, A = PDP ™!, on a alors

91 g1
P'|:|=DP"|:
L9n] 9n
g1
On a donc en posant y = P! .
In
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On a donc
CreMt g1 CpeMt
y = : , ie. | =P : ,
Cne’\”t Gn Cne)‘"t
ou C4,...,C, sont des constantes quelconques et Ai,..., A\, sont les valeurs

propres de A.

4.10.3 Systémes linéaires d’ordre quelconque

Considérons le systéme linéaire
akg(k)—l—...—I—alg:O .

Ce systéme est équivalent au systéme suivant

g 0 1 0 0
g 0 0 1
x = Ax, ou x=| . |, A=~
gkl a _'LZ _aka
ag a7 ag

Si A est diagonalisable, A = PDP ™' avec P inversible et D diagonale. Le
systéme se réécrit y’ = Dy, avec y = P~ 'x, donc

CleAlt
y= : ,
Cert
ou C4q,...,C, sont des constantes quelconques et Ai,..., A\, sont les valeurs

propres de A. Finalement, g est la premiére coordonnée de Py.
Exemple : Appliquer la méthode générale précédente aux équations suivantes :

2" — 32" +22 =0, 2 =22 +x=0, 2 +x=0.

4.11 Exercices

Exercice 1

Déterminer le polynéme caractéristique x(A), les valeurs propres de A, les
sous-espaces propres de A et écrire les formules de changement de base pour
chacune des matrices A suivantes :

5 8 T
A:E :2}, A=|-—2 -3 2
2 4 4
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Exercice 2

Soit u,, et v, définies par les relations de récurrence

Un+1 = e

Unt1 = 6u, — 60, .

. . U
1. Ecrire le systéme sous la forme u,+; = Au,, avec u,, = [ "] .
n

2. Déterminer P inversible et D diagonale telles que A = PDP .
3. Déterminer v,,, ot v,, = P 'u,,.

4. En déduire, pour tout n, u,.

Exercice 3

Déterminer les suites u,, et v, vérifiant

un+1:5un—30n+2x3"+1+1 ,
Upy1 = 6uy —6v, +4 x 3"+ 3 .

Exercice 4

Résoudre les systémes différentiels suivants :
v =5u—3v
v = 6u — 6v .

W =5u—3v+6e3+1,
v = 6u—6v+44e3 +3 .

Exercice 5

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et soient f et g deux endomor-
phismes de E.

1. Montrer que les valeurs propres de fog sont les mémes que celles de go f.

2. Supposons que f a n valeurs propres distinctes et que f et g commutent.
Montrer que les vecteurs propres de f sont vecteurs propres de g. En
déduire qu’il existe une base B dans laquelle f et g sont diagonales.
Montrer finalement qu’il existe un polynéme P de degré n — 1 tel que
g="P(f)

3. Supposons que f et g commutent. Montrer que les sous-espaces propres
de f sont stables par g.

Exercice 6

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, L(F), ’ev des endomor-
phismes de F et p un projecteur de rang r de E. On définit F : L(E) — L(E)

par F'(f) = (po f+ fop)/2.
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Déterminer F? et F3.
Déterminer un polynéme de degré 3 annulant F'.

Montrer que F' est diagonalisable.

Ll O

Déterminer les valeurs propres de F', les propres de F' et leurs dimensions
en fonction ker(p), Im(p) et r.

Exercice 7
1. Déterminer, dans 'espace E = C*°(R,R) les valeurs propres et les sous-
espaces propres de ’endomorphisme L de E défini par L(f) = f".

2. Déterminer, dans lespace E = C([0, 1], R) les valeurs propres et les sous-
espaces propres de 'endomorphisme L de E, ou, pour tout f € E, L(f)

est défini pour tout z € [0, 1] par L(f)(z) = fol(x At)f(t)dt.
Indication : calculer la dérivée seconde de L(f).

Exercice 8

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues et bornées sur R. On définit
sur F I'endomorphisme L par L(f)(z) = f(z —1).

1. Soit A une valeur propre de L. Montrer que A € {—1,1}.

2. Déterminer les valeurs propres de L et les espaces propres associés.

Exercice 9
1. Soit A une matrice carrée d’ordre n > 1 telle que (A — 2I)°> = 0 et
(A —21)2 # 0., A est-elle diagonalisable ?
2. Soit A une matrice nilpotente non-nulle. A est-elle diagonalisable ?

3. Soit f un endomorphisme de rang 1 dans un espace E de dimension
n > 2. Montre que f est diagonalisable si et seulement si Tr(f) # 0.

Exercice 10

Soient A et B deux matrices a coefficients réels. On suppose qu’il existe P a
coefficients dans C telle que A = PBP~!. Montrer qu'il existe P a coefficients
dans R telle que A = PBP .
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Chapitre 5

Orthogonalité

5.1 Orthogonalité dans le plan

Rappelons qu’un base orthonormée du plan est formée de 2 vecteurs ortho-
gonaux de norme 1.

Definition 126. Dans le plan muni d’une base orthonormée, la norme d’un

vecteur u = (x,y) est ||u|| = /22 + y2.

Proposition 127. Dans le plan muni d’une base orthonormée, deuzx vecteurs
u= (z,y) et v=(2',y") sont orthogonauz si et seulement si xz' + yy' = 0.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Pythagore, u et v sont orthogonaux si
et seulement si |[u+ v|| = [ju — v||, c’est & dire si

(@+a)+(y+y) =@—a")P+y-y) .
En développant les carrés, on obtient le résultat. O

!

Definition 128. Le produit scalaire des vecteurs u = B] et v= [Z,] est défini

par wTv=z2' +yy'.

T

Remarque : u et v sont orthogonaux si et seulement si u* v = 0. La norme de

u vaut ||ul| = vuTu.

Projection orthogonale : Soit u un vecteur non nul. La projection ortho-
gonale d’'un vecteur v sur u est le vecteur de la forme Au tel que v — \u est
orthogonal & u. On a donc

uTv

[[ul?

0=u’(v—-2u)=ulv-uluy, donc A=

Cosinus Le cosinus de I'angle 0 formé par les vecteurs non nuls u et v du plan

est défini par
ulv

vl

cos(6)

65
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5.2 Produits scalaires

Le produit scalaire de deux vecteurs du plan vérifie des propriétés a l'origine
des définitions suivantes. Dans toute cette section, E est un K espace vectoriel.

Definition 129. Une fonction ¢ : E x E — K est appelée forme bilinéaire si,
pour tous u, ', v, v de E et tout A\ de K

o(u+ ', v) = p(u,v) + Ap(u, v)
o(u, v+ M) = p(u, v) + Ap(u, V) .

Definition 130. Une forme bilinéaire @ est dite symétrique si, pour tous u, v
de E,

e(u, v) = (v, u) .
Definition 131. Une forme bilinéaire symétrique ¢ est dite positive si, pour

tout u de F,
o(u,u) >0 .

@ est définie positive si
o(u,u) =0 impligue ©w=20 .

Definition 132. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique
définie positive. Le produit scalaire de deux vecteurs u et v est noté en général
(u, v).

Definition 133. Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé
— espace Buclidien s’il est de dimension finie,
— espace préhilbertien s’il est de dimension infinie.

Definition 134. Dans un espace muni d’un produit scalaire, deux vecteurs u
et v sont dit orthogonauz si (u,v) = 0.

Exemples :

1. Sur R™, on peut définir 'application suivante

(5} U1

n
<p< P P ):5 uivi:uTV.
i=1

Un Un,

i est clairement bilinéaire, symétrique, définie et positive, c’est un pro-
duit scalaire. On l'appellera le produit scalaire canonique de R™. Il géné-
ralise la définition vue sur R2.

2. Soient A, B deux matrices de taille n de coefficients génériques respectifs
aij et b ;. On définit (A, B) =), ; e, aijbi ;. Vérifier que ¢ définit
un produit scalaire (-,-) et que (A, B) = Tr(AB”).

3. Soit I un intervalle de R et E = C(I,R). Montrer que ¢(f, g) = [, f(t)g(t)dt
est un produit scalaire sur E. Si I = [0, 27|, montrer que les fonctions
(cos(kt),sin(jt), k, j € N) sont toutes orthogonales.

Schmidt (1905) est le premier a parler d’orthogonalité pour des fonctions.
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5.3 Expressions du produit scalaire

Soit E un espace Euclidien de dimension n et B = (e, ..., e,) une base de
E. Soient u, v deux vecteurs de F. Ces vecteurs se décomposent sur B, on a
u=>", ue;, v=>y .  ve; Par bilinéarité du produit scalaire, on a

(u,v) = <Z uiei,Zvjej> = Z u;vj (€, €5) . (5.1)
i=1 J=1 1<ijsn

En particulier, on a donc

(wu)= > uguy (e e5)

1<i,j<n
Par symeétrie du produit scalaire, on a (e;, e;) = (e}, €;), donc

n
(Wv) = wwilese) + > (wo; +ww) (e,e;)
=1

1<i<j<n

(uu) = ZU? (i e;) +2 Z uju; (e, e;)
i=1 1

<i<j<n

En posant a; ; = (e;, e;), on a ainsi

n
<ua V> = Z Aj,5UiV;5 + Z a; 5 (’U/ﬂ}j + Uj’l)i) s
i=1

1<i<j<n
n
_ § 2 E
<u,u> = QU +2 A; jUUG .
i=1 1<i<j<n

5.3.1 Représentation matricielle dans un espace Euclidien

Supposons E Euclidien, de dimension n, muni d’une base B = (eq, ..., e,).
Soit u = > ue;, v =Y . ve;, deux vecteurs de E et soient u., v. les
vecteurs (colonnes) de K™ associés & u et v définis respectivement par

Introduisons la matrice ® de coefficient générique a; ; = (e;, e;). Cette matrice
sera appelée dans la suite matrice associée au produit scalaire (-, -).

Proposition 135. La matrice ®, associée au produit scalaire (-,-) est symé-
trique et inversible. De plus, on a, avec les notations précédentes

(u,v) = ul Pv, .

Preuve : ® est clairement symétrique car le produit scalaire I’est. On vérifie que

ul dv, = Z u;v; (€, €;)

1<i,5j<n
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D’apreés (5.1)), on a donc

uw'®v,. = (u,v)

Si maintenant u. est un vecteur colonne de K" tel que ®u. = 0, on a donc
ul®u, = 0, donc (u,u) = 0. Comme (-, -) est un produit scalaire, ceci implique
u = 0, et donc u, = 0. Ainsi, le noyau de ® est réduit a 0, donc ® est inversible.

O
Exemple La matrice associée au produit scalaire canonique sur R™ est I,,.
5.3.2 Changement de base
Soient B = (ey,...,e,) et B’ = (e,...,e]) deux bases de I’espace Euclidien

E. Soient u et v deux vecteurs de F, soient u., v, les vecteurs colonnes associés
dans la base B et soient u., v/ les vecteurs colonnes associés dans la base B’.
Soient @ (resp. ®') la matrice associée au produit scalaire de E dans la base B
(resp. B’). On a donc

(u,v) =ul®v, = (u,)T®'Vv, .

Soit P la matrice de l'identité de E, de la base B’ a la base B. On a donc
u. = Pul et v. = Pv/, donc

(u)T@®'v, =ul'®v, = (u)"PTa®PV, .

Cette relation étant valable pour tous les vecteurs colonnes ul, et v/, on a donc

& =PToP .

5.3.3 Reconnaitre un produit scalaire

On se donne une application définie par

pu,v) = Zaiﬂ-uivi + Z a; j (uv; + ujv;) .
i=1

1<i<j<n

On veut savoir si ¢ définit un produit scalaire. ¢ est clairement bilinéaire et
symétrique, la difficulté est de savoir si elle est définie positive. La méthode
suivante est due a Gauss.
— S'il existe un 7 tel que a;; < 0, alors ¢(e;,e;) < 0, donc ¢ n'est pas
définie positive. On suppose donc que tous les a;; > 0.
— On écrit
a

fiw) =u+) o
=

1,5
Uj -
1,1

On vérifie simplement que

e1(u,u) = p(u,u) —ay 1 ff(w)

est une fonction ne dépendant pas de u1. On itére alors le processus avec

1 et ug, de maniére a construire une fonction ¢s(u,u) ne dépendant
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ni de uy, ni de us. On construit ainsi itérativement une suite de forme
linéaire f;(u) = u; + ... telle que

plu,u) => a;fi()® .
=1

— Si p = n et que, pour tout i, a; > 0, alors p(u,u) est équivalent au
systéme triangulaire supérieur

Ce systéme n’admet que 0 comme solution, donc ¢ est une forme bili-
néaire définie positive.

— Si p < n. Le systéme précédent n’est pas de rang plein, il admet donc
des solutions non nulles, donc ¢ n’est pas définie positive.

— Sip=mn et quil existe un a; < 0. Il existe u tel que f;(u) = 0 quel que
soit 7 # i et fi(u) # 0. Un tel u vérifie p(u,u) < 0, donc ¢ n’est pas
définie positive.

Exemples Appliquer la méthode de Gauss pour vérifier si les formes suivantes
sont définies positives.

o(u,u) = uf + 3uj + 5ui |
o(u,u) = ud — 3u3 + 5u3
o(u,u) = uf + 3ul ,
e(u,u) = 3ugug + ugus ,

o(u,u) = 2u? +u3 + 2u3 — dujug — 2ugus + 4uqug

5.3.4 Norme et angle
On note E un espace vectoriel sur R et (-,-) un produit scalaire sur E.
Definition 136. La norme d’un vecteur w € E est ||u|| = v/(u, u).
Proposition 137 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous u, v de E,
(u,0)* < [l o]f* .
On a égalité si et seulement si u et v sont colinéaires.

Preuve. Si v =0, le résultat est évident. Supposons donc v # 0. On note, pour
tout z € R,

P(x) = [lu+av|* = [lul* + 22 (u,v) + 2*|v]* .

Ce polynoéme du second degré est & valeurs positives ou nulles, il a donc au plus
une racine, donc son discriminant est négatif ou nul. Ce discriminant vaut

4w, v)* = [ul?[v]?) -

S’ils sont colinéaires, on a clairement égalité. Si u et v ne sont pas colinéaires,
P(z) ne s’annule pas, donc son discriminant est strictement négatif. O
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Remarque : Bunyakovski a travaillé avec Cauchy sur cette inégalité et a pu-
blié, 25 ans avec Schwarz les résultats sur la forme fonctionnelle de I'inégalité.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz ne porte donc pas le nom de tous ces auteurs.
Exercice : démontrer les relations suivantes

Soe | (£4)(50)

i=1

/If(t)g(t)dt < \/</If2(t)dt> (/Igz(t)dt) .

Proposition 138. Pour tout u € E, ||u|| > 0.
lw| = 0 si et seulement si w=0.

Pour tout w € E et tout x € R, ||zu|| = |z|||u.
Pour tous w et v de E, ||lu+ v|| < ||u|| + ||v]|. (Inégalité triangulaire.)
[[w+ vl = ||ul| + ||v]| siet seulement si w et v sont colinéaires.

(u,v) = (1/2)(lu+ ol|* — [lu]® = [[v]*).

Preuve : La premiére propriété vient de la positivité du produit scalaire. La
seconde propriété vient du fait que le produit scalaire est une forme définie
positive. La troisiéme propriété est une conséquence de la définition de la norme.
Pour la quatriéme propriété, on écrit d’une part

lu+v|?=(u+v,u+v)
= [l + (u,v) + (v, u) + || v]®
= [ull® +2 (u,v) + [[v[* . (5.2)
D’autre part, on a
(Ihall + 1vID?* = l[al® + 2l[ull[v]| + [Iv]* -
On a donc
o+ vl <fual+ vl ssi (uv)<[uffv] .

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, (u,v) < ||lu|||v]|, donc |[u+ v < |Jul|+]v].
La cinquiéme propriété vie du cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
La sixiéme propriété est une réécriture de ’équation ((5.2)). O

Remarque : L’équation donne le théoréme de Pythagore. u et v sont
orthogonaux (i.e. (u,v) = 0) si et seulement si [[u+ v||? = |[u]|? + ||v[|?. Au
passage, rappelons que les mathématiciens Babyloniens connaissaient déja ce
théoréme 1200 ans avant Pythagore, qui n’a quant & lui probablement jamais
fait de mathématiques.

Definition 139. Dans un espace E muni d’un produit scalaire, on appelle angle
(non-orienté) entre deux vecteurs u et v le réel € [0, 7] tel que
U, v
cos(f) = {wv) .
[[ul[lo]
Cette expression du cosinus apparait dans les travaux de Jordan en 1873
(dans le cas du produit scalaire canonique sur R").
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5.4 Bases orthogonales, orthonormées

Dans cette section, E est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

Definition 140. Une famille e, ..., ey est dite orthogonale si, pour tous i # j
dans {1,...,k}, (e;, e;) = 0.

Proposition 141. Une famille orthogonale ey, . .., e, sans vecteur nul est une
famille libre.

Preuve : Soient aq,...,ar dans K tels que Zle a;e; = 0. Pour tout j €
{1,...,k}, on a donc

i=1

k
0= <ej7Zaiei> =aj (e, €;)

Comme e; # 0, (e;,e;) # 0, donc a; = 0. Comme c’est vrai pour tout j, la
famille eq, ..., ey est libre. O

On suppose maintenant de plus que E est de dimension finie n.

Definition 142. Une base B = (ey,...,e,) de E est dite orthogonale si elle
forme une famille orthogonale. Elle est dite orthonormée si elle est orthogonale
et vérifie | ;]| = 1 pour tout i € {1,...,n}.

Proposition 143. Soit B = (ey,..., e,) une base orthonormée de E. Soient
u, v deux vecteurs de E et soient u., v. les vecteurs colonnes associés a leur
décomposition dans la base B. On a

1. u; = (u, ;) pour touti € {1,...,n}.
2. La matrice ® associée au produit scalaire est I, .
3 {u,v) =300 uiv; = ul v,
Preuve : L (u,e;) =30 uj (ej,e;) = u;.
2. Le coefficient générique de ® est (e;,e;). Il vaut 1 si i = j et 0 sinon.

3. C’est une conséquence de la Proposition [I35] et du point 2.

O]
Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Proposition 144. Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Il existe une base
B' = (€),...,€,) de E, orthonormée, telle que, pour tout i € {1,...,n}, les

espaces engendrés par les vecteurs (eq, ..., €;) et (€),..., ) sont égaux.

Preuve : On construit les vecteurs e} par récurrence. Le vecteur e; est non-nul,
donc on peut poser €] = (1/|le1]|)e1. Le vecteur €} est de norme 1 et engendre
le méme espace vectoriel que e;. Supposons maintenant qu’on ait construit
une famille orthonormeée (ef,...,e;) engendrant le méme espace vectoriel que

(e1,...,€;). Le vecteur e;41 n’appartient pas a cet espace. On pose

)

/! /! !/
ei+1 =€;4+1 — E <ei+1,ej> ej .
Jj=1
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Le vecteur Z;‘:l <el-+1, e;»> e appartient a l'espace vectoriel engendré par (ey, . ..
donc ef,; # 0, on peut donc définir

1
/ _ 17"
T R

i+1
Il est clair que (e},...,ej, ) et (e],..., e}, e/, ) engendrent le méme espace. De
plus, on vérifie sans mal que cet espace est celui engendré par (ef,..., €}, e 1),
donc celui engendré par (e, ..., e;+1) d’aprés 'hypothése de récurrence. Il suffit
donc de montrer que (ej,...,ej ;) est une famille orthonormée. Tous les vec-

teurs qui la composent sont de norme 1 d’aprés I’hypothése de récurrence et la
construction de e} ;. Il suffit donc de montrer que c’est une famille orthogonale
et pour cela, d’aprés I’hypothése de récurrence, il suffit de montrer que, pour
tout j € {1,...,i}, (€}, €}) = 0. Comme €}, et €/, sont colinéaires, il suffit
en fait de montrer que, pour tout k € {1,...,i},

/! /
<ei+1,ek> =0.
Par hypothése de récurrence,
i
! !/ !/ /
E <ei+1,ej>ejaek = <ei+17ek> s
Jj=1

donc
<e/i,+17e;c> = 0 .
]

On déduit de ce procédé que toute famille orthogonale sans vecteur nul de
FE peut étre complétée en une base orthogonale de F.

5.5 Orthogonalité de sous-espaces.

Dans toute cette section, E désigne un espace Euclidien.

Definition 145. Soit F' un sous-ensemble de E. On note
Ft={zcE:VycF, (z,y)=0} .
L’ensemble F+ est appelé 'orthogonal de F.

Exercice : Montrer que F'* est un sous-espace vectoriel de £ (méme si F' n’est
pas un espace vectoriel).
Exercice : Si F' est l'espace vectoriel engendré par ug,...,u, montrer que
x € F* si et seulement si il est orthogonal & chacun des vecteurs uy, ..., .
Proposition 146. Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

1. E=F&®F+.

2. dim(F) + dim(F+) = dim(FE).

3. Si G est un sous-ensemble de F, alors F+ C G*.

4. (FH)t =F.

aei)7
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Preuve : Soit ey, ..., e4 une base orthonormée de F. Complétons la en une base
orthonormée e, ..., e, de E. Soit x € F*, on décompose X sur cette base :

n
X = E xX;€e; .
i=1

Comme x € F'*, pour tout i € {1,...,d},
0=(x,€)=u; .

Donc x appartient & I’espace engendré V par egy1,...,e,. Autrement dit I+ C
V. Réciproquement, tout vecteur de V est orthogonal & e;, pour tout ¢ &€
{1,...,d}. Ainsi V C F* et donc V = Ft. On déduit de cette égalité les
propriétés 1 et 2.

Soient F' et G deux sous-ensembles de E, avec G C F. Si x € F*, il est
orthogonal & tous les vecteurs de F, donc de G, donc x € G*.

Si x € F, il est orthogonal a tous les vecteurs de F, donc il appartient
a (F1)*L. De plus, par la propriété 2, dim((F+)*t) = dim(F), donc (F*+)+ =
F. O

5.5.1 Formes linéaires

Pour tout vecteur u € E, on note fy : x € E — fu(x) = (u,x) € K.
L’application f, est une forme linéaire, c’est a dire une application linéaire de
F dans K. L’ensemble des formes linéaires est un espace vectoriel appelé espace
dual de E. On le note E*.

5.5.2 Hyperplan orthogonal

L’orthogonal d’un vecteur u non nul de E est le noyau de f,. L’orthogonal
d’un sous-ensemble F' de E est 'intersection Nyer ker(fy).

5.5.3 Isomorphisme FE et E*

L’application ® : u € E — f, € E* est un isomorphisme d’espaces vecto-
riels. On vérifie facilement que cette application est linéaire. Soit u telle que
fu = 0. On a alors 0 = fu(u) = |Jul|?, donc u = 0. L’application ® est
donc injective. Comme E et E* ont la méme dimension ® est donc un iso-
morphisme. Si F est muni d’une base B, on peut munir E* de la base duale
B* = (ef,...,e}). L’application ® vérifie, pour tout i et j, ®(e;)(e;) = (e, €;),
donc ®(e;) = 2?21 (ei,e;) €. Il sen suit que la matrice de ® dans les base B
et B* est ® introduite & la Section £.3.11

5.6 Projection orthogonale

Definition 147. Soit p un endomorphisme de E. p est appelée projection si
2
p”=p.

Proposition 148. Si p est une projection, E = ker(p) ® Im(p) et YV € Im(p),
p(x) = .
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Preuve : Soit x € F, x = (x —p(x)) +p(x). On a p(x) € Im(p) et p(x —p(x)) =
p(x) —p?(x) = 0 donc E = ker(p) + Im(p). De plus, cette somme est directe par
le théoréme du rang. O

Proposition 149. Soit U et V' deux sous-espaces vectoriel de E tels que E =
UdV. Tout élément x € E se décompose donc de maniére unique x = xy + xy,
avec xy € U, oy € V. L’application m : & — xy est une projection appelée
projection sur U parallélement a V', son image est U et son noyau est V.

Preuve : 7 est une application linéaire vérifiant clairement 72 = 7, c’est donc
une projection. On vérifie sans peine que son image est U et son noyau est
V. O

Definition 150. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. La projection orthogo-
nale pp sur F est la projection sur F parallélement a F.

On a, pour tout x € E, X — pp(x) € F+. On vérifie sans peine que id — pr
est la projection orthogonale sur F-. En fait, on a plus généralement, si p est la
projection sur U paralléelement & V', id — p est la projection sur V' parallélement
aU.

Proposition 151. L’application pr est contractante, c’est a dire que, pour tout
€ E, |lpr(@)| < ||zl|. On a égalité si et seulement si x € F.

Preuve : Comme pp(x) et x — pp(x) sont orthogonaux, le théoréme de Pytha-
gore assure que
111> = pr) 1 + 1% — pr(x)[* -

La proposition s’en déduit. O

Exemple. Si F' est une droite, engendrée par un vecteur u. Montrer que

(u,x) (u,x)
Vx € F, pr(x) = u, pri(x) =x— u
[[all? [[all?
Matrice Soit eq,...,es une base de F' et eg41,...,€e, une base de F+. Dans
la base B = (eq,...,e,) de E, la matrice de pp s’écrit par blocs
_|Ig O
n-[3

Definition 152. La distance de x € E a un sous-ensemble V' de E est définie
par
= inf ||z — .
d(z,V) = inf ||z~ ull
Proposition 153. Soit I' un sous-espace vectoriel de E.
d(z, F) = ||z —pr(z)|| .

Démonstration. Soit u € F. On a pp(x) —u et x — pp(x) sont orthogonaux,
donc, d’aprés le théoréme de Pythagore

I —ul|* = llx = pr)|* + [lpr(x) —ul* .

Il s’en suit que
[x —ul| > [lx —pr)I .
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Exercice. Calculer pp(x2), ou E est 'ensemble des fonctions continues de
[0,1] & valeurs dans R, x; : ¢ — t* et F est espace vectoriel engendré par xg et
X1.

5.7 Transformations orthogonales

Dans cette section, E et E’ désignent deux espaces Euclidiens de méme
dimension et f : £ — E’ est une application linéaire.

Definition 154. On dit que f est une transformation orthogonale si
VU,’UEE7 <f(u)7f(v)>E’ = <ua U>E

Proposition 155. f est orthogonale si et seulement si f est une isométrie,
c’est a dire sst

Vue E,  |f(ulle =ule -
Preuve : Si f est orthogonale,
vae B, |f(wlE = (f(w), f(0)p = (wu)z = uf -

Réciproquement, si f est une isométrie, par la sixiéme propriété de la Proposi-
tion [13§]

(f), fV) g = 5 (1F (@) + FOE — IF @)l — 1F(V)]E)
(If @+ = I f @l — [f(V)]E)

(e +vlE =l = IvlE) = (o, v)g -

NN~ DN

O

Proposition 156. L’ensemble des isométries f : E — E muni de la composi-
tion est un groupe qu’on appelle groupe orthogonal de E et qu’on note O(E).

Preuve : Si f et g sont des isomeétries et si x € E, ||f o g(x)|| = ||lg(x)]| car f
est une isométrie, et donc ||f o g(x)|| = ||x|| car g est une isométrie. Donc la
composition est bien une opération interne a O(FE).
L’identité est un élément neutre pour la composition, c¢’est une isométrie.
Si f € O(E) et si x € ker(f), 0 = | f(x)]| = ||x||, donc x = 0, donc f est
inversible. De plus, pour tout x € E, on a ||x|| = || f(f7*(x)|| = |/~ (x)]| car
f est une isométrie, donc f~! est aussi une isométrie. O

Proposition 157. Soit f est un endomorphisme de E de matrice A dans une
base B.

Si f est une isométrie, A est inversible, vérifie A~' = AT et det(A) €
{-1,1}.

Si AAT =1, alors f est orthogonale.
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Preuve : Si f est une isométrie, f est inversible donc A aussi. Comme f est
une transformation orthogonale, pour tout u et v et u,, v, les vecteurs colonnes
associés & u et v dans une base orthonormale de F,

uzATAVc = (Auc)T(AVc) - <f(u)7 f(V)> = (u,v) = ucTVc .
Comme c’est vrai pour tous les vecteurs u. et v, on en déduit

ATA=1.

En prenant le déterminant dans cette égalité, on trouve alors det(A)? = 1.
Réciproquement, si ATA =1,

<f(u)a f(V)> = (Auc)T(Avc) = uzATAvc = HZVC = (u,v>
Donc f est orthogonale. O

Proposition 158. Soit f un endomorphisme de E et B = (e1,...,e,) une
base orthonormée de E.

1. Si f est orthogonale, alors (f(e1),...,f(en)) est une base orthonormée.
2. Si(f(e1),...,f(en)) est une base orthonormée alors f est orthogonale.
Preuve : Si f est orthogonale, (f(e1),..., f(e,)) est une famille orthogonale,

dont les vecteurs sont de norme 1. donc une base orthonormée de F.
Soit u un vecteur de E. On a u = > ., u;e; et, comme B est une base
orthonormée,

n
[l =) i
i=1
De plus, on a

f(u) = Zuif(ei) .

Si(f(e1),..., f(en)) est une base orthonormée, on a donc

n

IFI? = uf = ul® .

=1

Donc f est orthogonale. O

Corollaire 159. Soit B et B’ deux bases orthonormées de E. La matrice de
Videntité de E muni de la base B’ dans E muni de la base B est orthogonale.

Proposition 160. Tout espace Fuclidien de dimension n est isométriqgue a R™
muni du produit scalaire usuel.

Proposition 161. Les valeurs propres d’une transformation orthogonale sont
dans {—1,1}.
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5.8 Endomorphisme adjoint et autoadjoint

5.8.1 Adjoint d’un endomorphisme

Soit E un espace Euclidien et f un endomorphisme de F.

Proposition 162. I existe une unique application de f* : E — E, appelée
adjoint de f, telle que,

Vu,ve B, (f(u),v) = (u f*(v) .

f* est un endomorphisme de E et, si B est une base de E et A est la matrice
de f dans la base B, alors f* a pour matrice AT dans cette base.

Démonstration. Soit B une base orthonormée de F, A la matrice de f dans
cette base et soit f endomorphisme de E de matrice A” dans la base B. On
a, pour tout u et v de F,

(f(w),v) = (Au)Tve = u (ATve) = (u, f'(v)) .

On en déduit que f’ est un endomorphisme satisfaisant la propriété définissant
f*, en outre, sa matrice est bien AT. Soit f” une application vérifiant

Vu,ve B, (f(u),v)=(u,f"(v))
On a alors,
Vu,v € E, 0= {(u, f"(v)— f'(v))

On en déduit que,
VW eE, "v)y=f'(v) .

O

Soit F un espace Euclidien, f et g deux endomorphismes de E. Les propriétés
suivantes sont une conséquence du fait que la matrice de ’adjoint dans une base
orthonormeée est la transposée.

Proposition 163. 1. (f**=f.

2. (f+9)=f"+g"

3. (M) = Af*

4- (go f)r=[f"og"

Proposition 164. Soit B une base quelconque de E et A la matrice de f dans

la base B. Soit ® la matrice du produit scalaire dans la base B. La matrice de

f* dans la base B est 81 AT ®.

Preuve : Soit u, v deux vecteurs de E et u., v. les vecteurs colonnes de leurs
coordonnées respectives dans la base B. On a

(F(w).v) = (Au)" Bv, = uB(@ "AT®V,) = (u, [ (v))

On en déduit que la matrice de f* est ® AT ®. O
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5.8.2 Endomorphisme autoadjoint

Soit E un espace Euclidien.

Definition 165. Un endomorphisme f de E est dit autoadjoint ou symétrique

si f*=f.

Proposition 166. Un endomorphisme est autoadjoint si et seulement si sa
matrice dans une base orthonormée est symétrique.

Théoréme 167. Soit f un endomorphisme autoadjoint de [’espace Fuclidien
E =R".
1. Les valeurs propres de f sont réelles.

2. Les sous-espaces propres de E sont orthogonauz.

3. f est diagonalisable.

Preuve : Preuve de 1. Soit 1) : C*xC"™ — C l'application définie par ¢(u, v) =
Z;;l u;v;. L’application 1) vérifie les propriétés suivantes.

L (a+ A, v) =(u,v) + A(u,v).

2. 7/}(“7 v+ )‘V/) = 1/1(1% V) + 5\7/1(11, V/)'

3. Y¥(u,u) > 0 et P(u,u) = 0 si et seulement si u = 0.
Soit A la matrice de f dans la base canonique de R"™. Soit g 'endomorphisme
de C" de matrice A dans la base canonique de C". Le polynome caractéristique
de A est & coefficients réels, donc si A est une racine dans C de x(A), alors A

est aussi racine de x(A). Comme A est symétrique et a coeflicients réels, pour
tous u et v.de C", on a

n

Y(g(u),v) =) (Au)v; = ulAv. = ulAv, = 9(u, g(v)) .

i=1

Soit A une valeur propre complexe de g et u un vecteur propre de C™ associé.

On a

/\'(/J(uﬂ u) = Q/J(g(u%u) = 1/J(1179(u)) = ¢(u7 )\U_) = 5\1#(“7“) .

Comme 1)(u,u) est non nul, A = ), donc \ € R.
Preuve de 2. Soient A et p deux valeurs propres distinctes de f et soit u, v
des vecteurs propres de f associés respectivement & A et p. Alors

A <U.7V> = </\U.7V> = (f(u),v) = <ua f(V)> = <ll, ,uv> = M(ua V>

On en déduit (A — p) (u,v) =0 et, comme A — p # 0, on a (u,v) = 0.
Preuve de 3. Soit F' la somme des espaces propres de f. f est diagonalisable
si et seulement si F' = E, c’est a dire, si FX = {0}. Par définition, f n’a pas de
vecteurs propres dans F'.

De plus, v € F* si et seulement si (v, u) = 0 pour tout vecteur propre u de
f. Soit v € F- et u un vecteur propre de f. On a

(f(v),u) = (v, f(0)) = A({v,u) =0 .
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Donc si v € Ft, f(v) € F*. L’endomorphisme g : F+ — F* défini par
g(v) = f(v), pour tout v € F+ vérifie,

vuve Pt (g(u),v) = (f(),v) = (u, f(v)) = (u,g9(v)) .

Donc g est symétrique. Il s’en suit que ses valeurs propres (complexes) sont
réelles. Comme il existe toujours une valeur propre complexe si F- # {0}, il
existe une valeur propre réelle de g si F* # {0}. Si F* # {0}, il existe donc
u e F1\ {0} et A € R tels que f(u) = g(u) = Au. Donc u est un vecteur propre
de f, ce qui est absurde. On en déduit que F+ = {0}. O

Corollaire 168. Si A est une matrice symétrique réelle, il existe une matrice
P orthogonale telle que PAPT est diagonale.

Preuve : 11 suffit de prendre pour P la matrice de passage d’une base B ortho-
normée de E vers une base B’ orthonormée de vecteurs propres de ’endomor-
phisme f de matrice A dans la base B. O

5.9 Exercices

Exercice 1

Les applications suivantes déterminent elles des produits scalaires sur R[X]?

P1(P,Q) = P(0)QO)+P(M)Q(1),  ¢2(P,Q) :/0 (P(HQM)+P'(HQ'(1))dt .

Les applications suivantes déterminent elles des produits scalaires sur R3 ?
p1(u,v) = ujvy +2usve+4usvs, wa(u, v) = ugv1+2u1v9+2ugv1 Husve+4usvs .

Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la forme bilinéaire ¢(u,v) suivante
définit un produit scalaire.

o(u,v) = u1v1 + 6ugvs + auszvs — 2uive — 2usvy — 3ugvs — 3ugvy .

Lorsque a = 28, donner la matrice ® du produit scalaire associé a la forme
bilinéaire précédente. Déterminer une base B’ dans laquelle la matrice de ¢ est
diagonale. Donner un lien entre les deux matrices de ¢.

Exercice 2

Montrer que les fonctions ¢ et s & € N* forment une famille libre de
E = C([0,27],R), ot
cx(t) = cos(kt), sk(t) = sin(kt) .

Montrer que les fonctions ey, k € Z forment une famille libre de E = C([0, 2], C),
ou
ex(t) = e'*t



80 CHAPITRE 5. ORTHOGONALITE

Exercice 3

Soit E un espace Euclidien et F}, Fy, deux sous-espaces de E. Montrer que

(B + R =FnF,  (FNE)" =F +F

Exercice 4

Montrer que, pour tout n > 1,

S kvE < nn+ 1) Y22t L

k=1

Exercice 5

Soit E = R,[X] muni du produit scalaire (P, Q) fo t)dt. Soit F
I’espace engendré par les polynémes X, X2, .. X ™. Le but de l’exercwe est de
déterminer la distance d du polynéme 1 a l’espace F.

Soit

X-1)...(X -
s(x) - X =D (X )

(X+1)...(X+n+1)
La décomposition de S en éléments simples s’écrit
ap Qp,

X)=—07——+...+—0——m .
S(X) X—&-lJr JrX—&-n-l—l

1. Calculer ag.

2. Montrer que le polynome P(X) = ag + ...+ a, X™ est orthogonal & F.
En déduire F+.

3. Montrer que d* = || P||?/a3. En déduire d.

Exercice 6

Pour tout z > 0, notons E, 1’espace vectoriel des fonctions de classe C'* sur
[0, ], nulles en 0.

1. Montrer que (f,g) fo t)dt définit un produit scalaire sur F,.

2. Soit f € Ey, montrer que sup,¢poq) |f(= ‘/fo F(t)2de.

Exercice 7
Soit E l'espace des fonctions f : [0,1] — R telles que fo f2(t)/tdt converge.
1. Montrer que F est un espace vectoriel.

2. Montrer ¢(f,g) fo (t)/tdt définit un produit scalaire sur E.

Exercice 8

Soit £2 I'espace des suites (uy,)n>0 de nombres réels tels que Zn Sput < oo

est un espace préhilbertien pour un produit scalaire qu’on précisera.
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Exercice 9

Déterminer le polynome unitaire de degré 4 tel que [ _11 P2(t)dt est minimal.

Exercice 10

Soit n > 3 un entier et soit A une matrice symétrique réelle telle que A™ = 1.
Montrer que A% =1.

Exercice 11

Soit A une matrice carrée de taille n associée & un produit scalaire.

1. Montrer que les valeurs propres de A sont strictement positives.
2. Montrer que det(A) < (Tr(A)/n)".

Exercice 12

Soit E = R,[X] muni du produit scalaire (P,Q) = fol P(t)Q(t)dt. Soit
L : F — E défini par

1
L(P)(z) = / (@ + 6" P(t)dt .
0
Montrer que L est autoadjoint.

Exercice 13

Soient f et g deux endomorphismes de R™, B = (ey,...,e,) et B’ =

(e],...,e]) deux bases orthonormées de R™. Soit f* 'adjoint de f.

n 2 %
1. Montrer que Y7, (f(es),g(€}))” = [l f* o g(e})|*
2. Montrer que Elgi,jgn <f(ei),g(eg)>2 ne dépend pas des bases B et B’.

Exercice 14

Soit E un espace Euclidien et S = (uy,...,u,) une famille de vecteurs de
E. Le déterminant de Gram de S, noté G(S) est le déterminant de la matrice
carrée de coefficient générique (u,, u;).

1. Déterminer G(S) lorsque S est une famille orthogonale.

2. Montrer que G(S) ne change pas si on ajoute & un vecteur de S une
combinaison linéaire des autres.

3. On construit a partir de S une famille orthogonale S’ en appliquant le
procédé de Gram-Schmidt. Montrer que G(S) = G(S5).

4. Soit V l’espace engendré par S, u un vecteur de E et T' = (uy,...,up, u).
Montrer que

du, V) = ——= .
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Chapitre 6

Le probléme des moindres
carrés

Ce chapitre ne contient pas nouvelle théorie. Il présente plutot des extensions
classiques des résultats du cours qui sont particuliérement utiles en statistiques
et en analyse numérique.

Soit y € R™ et X une matrice de type (n,p). L’'idée générale est de chercher
a résoudre ’équation Xb = y. Ceci n’étant pas toujours possible, on cherche de
fagon générale les vecteurs b € R? tels que Q(b) = ||y — Xb]||? soit minimale.

Definition 169. Tout vecteur b € RP tel que,
Vb € RP, Q(b) < Q(b)

est appelé solution du probléme des moindres carrés.

6.1 Les équations normales

On appelle gradient de la fonction @ le vecteur des dérivées partielles de @
par rapport a chaque variable b; :

VQ(b) =

Tout vecteur b solution des moindres carrés vérifie VQ(b) = 0. Ce résultat
n’est pas étonnant, il généralise une identité bien connue en analyse réelle, la
dérivée d’une fonction s’annule en un minimiseur. Il sera prouvé formellement
a la Proposition [I75} Pour calculer le gradient de @, la proposition suivante va
étre utile.

Proposition 170. Soit a un vecteur de RP et A une matrice carrée de taille
p. Soit £(b) = a” b et q(b) = b" Ab. Alors

Vib)=a, Vqb)=(A+AT)b .

83
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Preuve. On a ¢(b) = a1by + ...+ ayb, de sorte que %(b) = a;. Ceci étant vrai
pour tout, le premier résultat est démontré.
Soit maintenant h € R, on a

¢ +h)=g(b)+h"Ab+bTAh + g(h) = ¢(b) + h" (A + A")b +¢q(h) .

Soit B = (e1,...,€,) la base canonique de R? et soit h = he;. On a
0Q .\ .. q(b+he)—q(b) T
8bi(b)7flzli>% . =e; (A+A" )b .
Ceci démontre le second point. O

Nous pouvons maintenant établir le corollaire suivant.

Corollaire 171. On a VQ(b) = 0 si et seulement si b est solution des équations
normales :
XT'Xb=X"y .

Preuve. Pour tout vecteur x € R”, on a
P
x| = a? =x"x = Tr(xx") .
=1

On a donc
Q(b) = (y — Xb)"(y — Xb) =y"y - y"Xb - b" X"y + b’ X" Xb
=yTy —2y"Xb + bTXTXD .

D’aprés la Proposition on a donc VQ(b) = —2XTy + 2X*Xb, de sorte
que VQ(b) = 0 est équivalent & X7 Xb = XTy. O

6.2 La géométrie des moindres carrés

D’apreés le corollaire ((171]), pour montrer qu’il existe une solution & VQ(b) =
0, il suffit de montrer que X'y est dans I'image Tm(X”X).

Lemme 172. On a ker(X) = ker(X” X).

Preuve. Exercice. O

Lemme 173. Soit X une matrice de type (n,p), alors ker(X) et Im(X") sont
des sous-espaces orthogonauz.

Preuve. Soit u € ker(X) et v € R”, on a u”X’v = (Xu)”v = 0. O
Lemme 174. On o Im(X") = Im(X” X).

Preuve. Clairement Im(X”X) ¢ Im(X”). D’autre part, si x € Im(X”), d’aprés
le lemme x € ker(X)+, donc

dim(Im(X")) < dim(ker(X)*) = n — dim(ker(X))
= n — dim(ker(X”X)) = dim(Im(X”* X)) .

La premiére égalité vient de la proposition [I46} la seconde du lemme [I72] et la
troisiéme du théoréme du rang. Ceci termine la preuve. O
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Le lemme [I74] assure qu’il existe toujours une solution aux équations nor-
males. D’aprés le résultat suivant, il existe donc toujours une solution au pro-
bléme des moindres carrés.

Proposition 175. Les solutions des équations normales sont les solutions du
probléme des moindres carrés.

Preuve. Soit b une solution des équations normales et soit b’ € RP. On a
Q(b') = Q(b)+2(b' —b)" X" (y = Xb) + [ X (b’ ~b)||* = Q(b) + | X (b' ~b)||* .

Ainsi, b est solution du probléme des moindres carrés.

Inversement, si b minimise @, on a nécessairement (b’ —b)”X” (y —Xb) = 0
pour tout b’ € RP, donc XT(y — Xb) = 0, donc b est solution des équations
normales. O

Dans la preuve précédente, nous avons établi le corollaire suivant qui est
fondamental pour comprendre la géométrie du probléme des moindres carrés et
dont nous discuterons les implications.

Corollaire 176. Si b et b sont deuz solutions des équations normales, alors
Xb=XV'.

Preuve. Par la preuve précédente, si b et b’ minimisent Q, Q(b) = Q(b’) et
X (b —b")||?2 =0, dot le résultat. O

Ainsi, la différence entre deux solutions du probléme des moindres carrés est
un vecteur de ker(X) = ker(X”?X). Le point le plus proche de y dans Im(X) est
le vecteur Xb, projection orthogonale de y sur Im(X), la différence e = y — Xb
est dans Porthogonale de Im(X) et vérifie en effet, d’aprés les équations normales

XTe=XTy - XTXb=0 .
D’aprés le théoréme de Pythagore, on a aussi
Iy1* = IXb]* + el .

On aurait donc pu également construire la matrice de projection sur Im(X).
Nous détaillons maintenant cette construction.

Proposition 177. XA = XB si et seulement si X' XA = X' XB.

Preuve. Si XA = XB, en multipliant cette égalité a gauche par X7, on obtient
que XTXA = XTXB.

Réciproquement, supposons que XTXA = XTXB. Alors, les colonnes de
X(A — B) sont dans ker(X”). Elles sont également clairement dans Im(X), et
comme ces espaces sont orthogonaux d’aprés le lemme les colonnes des
X (A — B) sont nulles. O

Definition 178. Soit A une matrice de type (n,p). On appelle inverse généra-
lisée de A toute matrice A9 telle que AAA = A.

Proposition 179. Toute matrice carrée A de taille n diagonalisable admet une
muverse généralisée.
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Preuve. On écrit A = PDP ™! avec D = diag(\1,...,\,0,...,0) et tous les
\; # 0. Posons DY = diag(A;!,..., A\ 1,0,...,0). On a

DDD=D ,
donc, en posant A9 = PDIP ™!, on en déduit
AAYA = PDP 'PDYP'PDP ' = A .
O

Proposition 180. Toute matrice X de type (n,p) admet une inverse générali-
sée. Si (XTX)g désigne une inverse généralisée de la matrice symétrique (donc
diagonalisable) XT X, alors X9 = (XT X)9 X" est une inverse généralisée de X.

Preuve. Calculons
X = XXX = X(XTX)9X"X .

Clairement, X”X = X”X par définition de (X7 X)9. On déduit alors de la
proposition avec B=1Iet A = (XTX)QXTX que

X=XI=X .
O

Theorem 181. La matrice Px = X(X' X)9 X" est la matrice de la projection
orthogonale sur Im(X). En particulier, on a donc

1. PxPx = Px.

2. Im(Px) = Im(X).

3. Px ne dépend pas de Uinverse généralisée (X* X)9 de X' X.
4. Px = P%L.

Preuve. D’aprés la proposition on a Px = XX, donc
PxPx = XXXXY9 = XX =Px .
Clairement Im(Px) C Im(X). De plus, si Xu € Im(X), on a
Xu = XXXu € Im(Px) .
Soient G, Gy deux inverses généralisées de XTX. on a donc
X"XG1XTX = X"XG,X"'X
D’aprés la proposition [177], on en déduit
XG1XTX = XG.XTX .
En transposant, on obtient alors

XTXGIXT =xT'xXGIx" .
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En appliquant & nouveau la proposition [I77}, on en déduit
XGIXT =xGIx" .

En transposant & nouveau, on obtient le résultat 3.

Enfin, XTX étant symétrique réelle, il existe P orthogonale telle que XTX =
PDP”. On a G = PDYP” avec DY une inverse généralisée diagonale de D
est une inverse généralisée symétrique de X7 X. D’aprés le point 3. on a donc
Px = XGXT est symétrique. O

Proposition 182. La matrice I— Px est la matrice de la projection orthogonale
sur ker(XT). En particulier, X' (I — Px) = 0.

Démonstration. On a vu au chapitre précédent que I — Px est la matrice de la
projection orthogonale sur Im(X)* et au lemme m que Im(X)+ = ker(XT).
Le point 1 s’en déduit immédiatement.

Pour le point 2, on a pour tout u € R? et v € R”, u’ X" (I — Px)v = 0,
d’oit le résultat. O

On peut maintenant réécrire que toute solution du probléme des moindres
carrés b vérifie Xb = Pxy. Le résidu e = y — Xb = (I — Px)y est donc la
projection de y sur son complémentaire orthogonal.

On a ainsi, pour tout b’ € RP, d’aprés la relation de Pythagore

Q(b') = |y — Pxy + Pxy — Xb'||* = |ly - Pxyl|* + [[Pxy — Xb/|* .

Dans cette décomposition, le premier terme ne change pas en modifiant b’ tandis
que le second, positif, peut étre annulé car Im(Px) = Im(X). On a le résultat
suivant.

Proposition 183. Les solutions des équations normales sont les solutions de

Preuve. Sib vérifie Xb = Pxy, on a par la proposition XTXb = XTPxy =
XTy. Réciproquement, si X7 Xb = XTy, on a

X Pxy = XTX(X"X)9X"y = XTX(X"X)9X*Xb = X"Xb ,
donc par la proposition appliquée avec A =b et B = (XTX)QXTy,

Xb = X(X"X)'XTy = Pxy .

Concluons ce paragraphe par un théoréme trés utile en statistiques.

Théoréme 184. Si Im(W) C Im(X), alors Px — Pw est la projection ortho-
gonale sur Im((I — Pw)X).

Preuve. C’est clairement une projection orthogonale, il suffit donc de vérifier
les images. Soit u € R?, on a Xu = PxXu car Xu € Im(X) = Im(Px), donc

(I — Pw)Xu = (PX — Pw)(Xu) S Im(PX — Pw) .
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Réciproquement, soit u € R" et v = (Px — Pw)u. Comme Pxu € Im(Px) =
Im(X), il existe w € R™ tel que Pxu = Xw. Or, comme Im(W) C Im(X),
tout vecteur orthogonal a Im(X) est orthogonal & Im(W), donc (I — Px)u est
orthogonal & Im(W), donc Pw (I — Px)u = 0. Ainsi

VvV = (PX — Pw)u = Xw — Pwpxu =Xw — PWxW = (I — Pw)XW .

Ainsi, v € Im((I — Pw)X). O

6.3 Décomposition QR

Le principal résultat de cette section est le suivant.

Théoréme 185. Soit X une matrice de type (n,p) & coefficients réels, de rang
d. Il existe une matrice Q une matrice telle que QT Q = I, et R une matrice
triangulaire supérieure (i.e. de coefficient générique r; ; tel que r; ; =0, Vi > j)
telles que X = QR.

Nous présentons deux preuves de ce résultat et discutons une application au
probléme des moindres carrés.

6.3.1 La méthode de Gram-Schmidt

Soit X.. 1,...,X. p les vecteurs colonnes de X. On applique I’algorithme d’or-
thonormalisation de Gram-Schmidt & la famille (X. 1,...,X. ). On produit ré-
cursivement une famille Q. 4, ..., Q. ; orthonormée telle que,

d;
Vie{l,....p},  Xy=> 1,;Q, (6.1)
=1

ou la suite d’entiers d; vérifie d; € {0,1} et 0 < d;41 —d; < 1, de sorte que
d; < j pour tout ¢. Définissons alors r; ; = 0si ¢ € {d; +1,...,d} de sorte
que la matrice R de type (d,p), de coefficient générique r; ;, est triangulaire
supérieure. Définissons également la matrice Q de type (n,d) dont les colonnes
sont les vecteurs Q. 1, ..., Q, ;. Comme la famille Q. ,, ..., Q. ; est orthonormée,

on a QTQ = I,. Enfin, les relations (6.1) impliquent X = QR.

6.3.2 Matrices de Householder

Definition 186. Soit u un vecteur non nul de R™, la matrice de Householder
associée au vecteur u est la matrice U= I—2(uu’)/(u’ u).

Remarque 187. On montre sans peine que la matrice (uu®)/(ul' u) est la ma-

trice de la projection orthogonale sur Vect(w) (vérifier le!). Géométriquement,
la matrice de Householder est donc la matrice de lapplication laissant invariant
les vecteurs de u' et envoyant les vecteurs colinéaires v & u sur leur opposé —uv.
On Uappelle parfois la symétrie orthogonale par rapport d u*.

Proposition 188. Une matrice de Householder U est symétrique et orthogo-
nale.
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Preuve. Exercice. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme On procede par ré-
currence et considérons pour cela la propriété suivante.

P(k) : 1l existe des matrices U7, ..., U} de Householder ou identité, carrées
et de tailles respectives n,...,n — k + 1 telles que
T A
Up.. U X = ’
k ! { 0 Mk+1:|

Dans cette décomposition, T est une matrice triangulaire supérieure de taille
k, My41 est une matrice carrée de type (n — k,p — k) et

e 0
U’f‘[o U:J

Montrons P(1), I'hérédité est alors immeédiate. Considérons e; le premier vec-
teur de la base canonique et supposons X, ; n’est pas colinéaire a e;, sinon, la
propriété est vraie. Soit u = X.; — || X. 1]|e; et U; la matrice de Householder
associée au vecteur u. On a

U X=[UX1 ... UiX,,]
Ainsi, il suffit de calculer U;X. ;. Soit x =X, 1/||X. 1]|. On a

| (X C(x 2—(21;;(1)?—){91) e - el)) = X

Ceci démontre P(1). L’hérédité se démontre en utilisant les mémes idées. (Faites
le en exercice!)
Le théoréme est alors une conséquence directe de P(n A p).

UIX:,I = ||X:,1

|e1 .

6.3.3 Application a la résolution de systémes linéaires

Supposons qu’on souhaite déterminer b tel que
Xb=c

On a d’apres le théoréme X = QR, avec Q telle que QTQ = I, et R
triangulaire supérieure. Donc en multipliant & gauche par Q7T le systéme a
résoudre est équivalent a

Rb=Q%c .

C’est un systéme linéaire triangulaire supérieur qui se résout sans difficulté.

6.4 Décomposition en valeurs singuliéres et pseudo-
inverse de Moore-Penrose

6.4.1 Décomposition en valeurs singuliéres

Théoréme 189. Pour toute matrice X de type (n,p), il existe U orthogonale
carrée de taille n, V orthogonale carrée de taille p et D de type (n,p), & coeffi-
cients nuls hors diagonale et positifs sur la diagonale telles que X = UD vT.
Les valeurs de la diagonale de D sont appelées les valeurs singulieres de X et
la décomposition UDV?T est appelée décomposition de X en valeurs singuliéres.
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Preuve. Soit 7 le rang de X. La matrice XX étant symétrique a coefficients
réels de taille p, le théoréme spectral assure qu’elle est diagonalisable, donc qu’il
existe une matrice orthogonale P carrée de taille p et une matrice diagonale
carrée de taille r & coefficients strictement positifs D; telles que

D, 0}

PT(XTX)P = [ 0 0

Soit alors P la matrice des r premiéres colonnes de P et Py la matrice des p—r
derniéres colonnes de P, on a PT(X?X)P; = D; et XPy = 0 (car les vecteurs
colonnes de cette matrice sont de norme nulle). Soit alors U; = Dfl/ 2P{XT,
on a
U, XP; = D;/’PTX"XP, =D}/ .
De plus,
U, U7 = D;V/*PTXTXP,D; /2 =1, .

La seconde équation montre que les lignes de U; forment un systéme orthonormé
de r vecteurs de R™ qu’on peut compléter en une base orthonormée de R™.
La matrice U dont les r premiéres lignes sont formées par Uy et les n — r
derniéres sont données par la matrice Uy des vecteurs complémentaires de la
base orthonormée est donc orthogonale. De plus, on a donc

U, DY? ¢
UXP = XP; 0| = 1
[UJ[ v 0] [ngpl 0

Enfin, comme 0 = UQU{ = UgXPDl_l/Q, on a, en multipliant & droite par
D}/Q, Uy;XP; =0, ce qui conclut la preuve. O

6.4.2 Pseudo-inverse de Moore-Penrose.

Lorsque le systéme Xb = c¢ admet plusieurs solutions, une idée pour en
choisir une est de prendre celle de plus petite norme. Dans cette section, nous
allons montrer qu’une telle solution est unique et allons utiliser pour cela dé-
composition en valeurs singuliéres de X.

Proposition 190. Soit X une matrice de type (n,p) et ¢ € Im(X). Soit X =
UDV?T la décomposition de X en valeurs singulieres. Alors

1. X9 = VDU", ou DY est la matrice obtenue en inversant les coefficients
non nuls de D (et en laissant nuls les autres) est une inverse généralisée
de X.

2. by = XYc vérifie Xby = c.
3. Pour tout b tel que Xb = ¢, on a ||bo|| < ||b]| avec égalité si et seulement
si b= bo.
X7 est appelée inverse de Moore-Penrose de X.
Preuve. On a
XXX = UDV'VDYU'UDV’? =X .

De plus, Xby = XX%c = Pxc = c car ¢ € Im(X).
L’item 3. est le plus délicat. On a x € ker(X) si et seulement si DV’ x = 0,
i.e., si et seulement si DYV”x = 0, i.e., si et seulement si x € ker((X?)+). Donc
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ker(X) = ker((X?)1). Soit maintenant b tel que Xb = ¢, on a X(b — bg) = 0,
donc b — by € ker((X9)+). Ainsi,
bl = [|(b=bo)+X7c[|* = |[bo||*+[[b—bo|*+2¢™ (X?)T (b=byg) = [[bo||*+|b—Do||* .
O
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