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1 Exercices
Exercice 1. Soit {X,, n € N} un échantillon de loi exponentielle :
(R,Z(R),{0exp(—0x)1,0-Mep : 6 €O=TR"}).

1. Construire les estimateurs de moments é,ﬁ” et é,§2) associés aux fonctions T(l)(x) =xet
T (x) = x2.

2. Montrer que, pour i = 1,2, les suites d’estimateurs {é,g’),n € N} sont asymptotiquement
normales.

3. Quel estimateur semble préférable d’un point de vue asymptotique ?

Exercice 2. Soit {X,, n € N} un échantillon d’une loi de Poisson de parametre 6 € ®@ :=R* . On
pose X, :=n" 'Y | X;.

1. Montrer que la suite {X,,, n € N} est une suite asymptotiquement normale d’estimateurs
de 0.

2. On cherche a estimer la probabilité g(6) = Py (X; = 0). Montrer que {exp{—X,},n > 0}
est une suite asymptotiquement normale d’estimateurs de g.

3. Construire un intervalle de confiance asymptotique pour g.

Exercice 3. Soit {X;, k € N} un échantillon d’une 10i N(6, 1). Pourn € N, onpose X, =n~' ¥ | X;.

1. Montrer que I’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement normal
pour 6.

2. Soit {by,, n € N} une suite de nombre positifs tels que lim,, ;e b, = 0 et lim,,_,c0 \/nb,, = 0.
On considere la suite d’estimateurs :

én = anﬂ)?nzbn} + aXnﬂ{p‘(n|<bn}

Montrer que cette suite d’estimateurs est asymptotiquement normale.

3. Commenter.

Exercice 4. Soit (X, 2", ) un espace mesuré. Soit {Xy, k € N} un échantillon du mode¢le statis-
tique

(Xw%?{fQ'.u RS ®})
ou O est un intervalle ouvert de R. On suppose que

— pour toutx € X, 6 — fy(x) = f(6,x) est continiment différentiable en 6 et pour tout x € X
et0 €0, f(6,x) >0.

— pour tout 0,0y € O et,

[ Nlog.£(6.9)1 (B0, x)dx < =

Page 1



Ecole Polytechnique, promotion 2016 PC-6 Cours MAP433

— le modele est identifiable.

Pour tout n € N et (xy,...,x,) € X", la log-vraisemblance est donnée par :

(0:x1,..,x0) :=n"" Y log £(6,x;) .
i=1

Les équations de vraisemblance associées sont données par

al
a—@"(e;xl,...,xn)zo. (1
On note %, (x1,...,x,) ’ensemble des racines de I’équation de (1) L’objectif de cet exercice est

d’établir I'existence d’une suite {0,, n € N} consistante d’estimateurs de  telle que, pour tout
0 € 0, lim,Pg(6, € Zn(X1,...,Xn)) = 1.
Soit € > 0. Considérons les suites de variables {YZ, i € N} et {Zf, i € N} ol
Yis = log{f(eo,X,‘)/f(G() — S,Xi)} , Zig = log{f(e(),X,')/f(eo + 8,Xi)} .
Soit By € O et € > 0 tel que |6y — €, 600+ €] C O. On pose
Sn(e()ag):{x: ()C],...,Xn) eX": En(e()ax) >£n(60—8,X) et gn(e()ax) >€n(90+8,X)} .

1. Réinterpréter (Xi,...,X,) € S,(6o,€) en fonction de (Y,...,YF) et (Z7,...,Z5). Montrer
que
,}EI;PGO((le--wXH) € S,(00,€))=1.

2. Montrer que si (x1,...,x,) € S,(6p,€),
R (x1y...,x0) N0 —€,00+€[#0 .
3. Supposons que pour tout n € N, il existe un ensemble X, tel que pour tout 6y € ©,

lim Pg((Xl,...,Xn) S Xn) =1

n—oo

et pour tout (xi,...,x,) € Xy, Zu(x1,...,X,)) est un singleton. Soit 6, € ® un point arbi-
traire. On définit

5 . la racine de I’équation de vraisemblance si %, (X,...,X,) # 0
T 0, sinon

Montrer que la suite d’estimateurs {6, n € N} est consistante.

4. On s’intéresse maintenant au cas ol I’ensemble des racines n’est pas réduit a un singleton.
Soit {6,, n € N} une suite consistante d’estimateurs de 6. On définit la suite {6,, n € N}
de la facon suivante :

b { ipf{e € Bn(X1,... . Xn) 1 |0 = 64|} siZn(X1,....Xn) #0

0, sinon

~ Pg,—prob
Montrer que 6, — 6.
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Prenons X C R et ® := 0, 1]. Soient pg et p; deux densités par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R telles que [ |po(x) — p1(x)|dx > 0. On considere

f(0,x) := (1—8)po(x) + O p1(x)

5. Interpréter ce modele.
6. Ecrire les équations de vraisemblance.

7. Montrer I’existence d’une suite (6,), qui converge en probabilités vers 6y et qui, Pg,-p.s.,
pour n assez grand, est une racine des eqs. de vraisemblance.

8. (Question subsidiaire !) un algorithme de recherche de racines ?

Exercice 5. Soit g : R — R une fonction continue et bornée. Montrer que

o ,i()g <k> (anL!)k Cre g(A).

n
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