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1 Exercices

Exercice 1. Soit {X

n

, n 2 N} un échantillon de loi exponentielle :

(R,B(R),
�

q exp(�qx)
x�0 ·lLeb : q 2 Q = R⇤

+

 
) .

1. Construire les estimateurs de moments q̂ (1)
n

et q̂ (2)
n

associés aux fonctions T

(1)(x) = x et
T

(2)(x) = x

2.

2. Montrer que, pour i = 1,2, les suites d’estimateurs {q̂ (i)
n

,n 2 N} sont asymptotiquement
normales.

3. Quel estimateur semble préférable d’un point de vue asymptotique ?

Exercice 2. Soit {X

n

, n 2N} un échantillon d’une loi de Poisson de paramètre q 2 Q :=R⇤
+. On

pose X̄

n

:= n

�1 Ân

i=1 X

i

.

1. Montrer que la suite {X̄

n

, n 2 N} est une suite asymptotiquement normale d’estimateurs
de q .

2. On cherche à estimer la probabilité g(q) = Pq (X1 = 0). Montrer que {exp{�X̄

n

},n � 0}
est une suite asymptotiquement normale d’estimateurs de g.

3. Construire un intervalle de confiance asymptotique pour g.

Exercice 3. Soit {X

k

, k2N} un échantillon d’une loi N(q ,1). Pour n2N, on pose X̄

n

= n

�1 Ân

i=1 X

i

.

1. Montrer que l’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement normal
pour q .

2. Soit {b

n

, n 2N} une suite de nombre positifs tels que lim
n!• b

n

= 0 et lim
n!•

p
nb

n

= •.
On considère la suite d’estimateurs :

q̃
n

= X̄

n {|X̄
n

�b

n

}+aX̄

n {|X̄
n

|<b

n

}

Montrer que cette suite d’estimateurs est asymptotiquement normale.

3. Commenter.

Exercice 4. Soit (X,X ,µ) un espace mesuré. Soit {X

k

, k 2 N} un échantillon du modèle statis-
tique

(X,X ,{ fq ·µ : q 2 Q})

où Q est un intervalle ouvert de R. On suppose que

— pour tout x 2 X, q 7! fq (x) = f (q ,x) est continûment différentiable en q et pour tout x 2 X
et q 2 Q, f (q ,x)> 0.

— pour tout q ,q0 2 Q et,
Z

| log f (q ,x)| f (q0,x)dx < •
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— le modèle est identifiable.
Pour tout n 2 N et (x1, . . . ,xn

) 2 Xn, la log-vraisemblance est donnée par :

`
n

(q ;x1, . . . ,xn

) := n

�1
n

Â
i=1

log f (q ,x
i

) .

Les équations de vraisemblance associées sont données par

∂`
n

∂q
(q ;x1, . . . ,xn

) = 0 . (1)

On note R
n

(x1, . . . ,xn

) l’ensemble des racines de l’équation de (1) L’objectif de cet exercice est
d’établir l’existence d’une suite {q̃

n

, n 2 N} consistante d’estimateurs de q telle que, pour tout
q 2 Q, lim

n!•Pq (q̃n

2 R
n

(X1, . . . ,Xn

)) = 1.
Soit e > 0. Considérons les suites de variables {Y

e
i

, i 2 N} et {Z

e
i

, i 2 N} où

Y

e
i

:= log{ f (q0,Xi

)/ f (q0 � e,X
i

)} , Z

e
i

:= log{ f (q0,Xi

)/ f (q0 + e,X
i

)} .

Soit q0 2 Q et e > 0 tel que ]q0 � e,q0 + e[⇢ Q. On pose

S

n

(q0,e) = {x = (x1, . . . ,xn

) 2 Xn : `
n

(q0,x)> `
n

(q0 � e,x) et `
n

(q0,x)> `
n

(q0 + e,x)} .

1. Réinterpréter (X1, . . . ,Xn

) 2 S

n

(q0,e) en fonction de (Y e
1 , . . . ,Y

e
n

) et (Ze
1 , . . . ,Z

e
n

). Montrer
que

lim
n!•

Pq0((X1, . . . ,Xn

) 2 S

n

(q0,e)) = 1 .

2. Montrer que si (x1, . . . ,xn

) 2 S

n

(q0,e),

R
n

(x1, . . . ,xn

)\ ]q0 � e,q0 + e[ 6= /0 .

3. Supposons que pour tout n 2 N, il existe un ensemble X
n

tel que pour tout q0 2 Q,

lim
n!•

Pq ((X1, . . . ,Xn

) 2 X
n

) = 1

et pour tout (x1, . . . ,xn

) 2 X
n

, R
n

(x1, . . . ,xn

)) est un singleton. Soit q⇤ 2 Q un point arbi-
traire. On définit

q̃
n

:=
⇢

la racine de l’équation de vraisemblance si R
n

(X1, . . . ,Xn

) 6= /0
q⇤ sinon

Montrer que la suite d’estimateurs {q̃
n

, n 2 N} est consistante.
4. On s’intéresse maintenant au cas où l’ensemble des racines n’est pas réduit à un singleton.

Soit {q̂
n

, n 2 N} une suite consistante d’estimateurs de q . On définit la suite {q̃
n

, n 2 N}
de la façon suivante :

q̃
n

:=
⇢

inf
�

q 2 R
n

(X1, . . . ,Xn

) : |q � q̂
n

|
 

si R
n

(X1, . . . ,Xn

) 6= /0
q̂

n

sinon

Montrer que q̃
n

Pq0�prob
�! q0.
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Prenons X✓ R et Q := ]0,1[. Soient p0 et p1 deux densités par rapport à la mesure de Lebesgue
sur R telles que

R
|p0(x)� p1(x)|dx > 0. On considère

f (q ,x) := (1�q)p0(x)+q p1(x)

5. Interpréter ce modèle.

6. Écrire les équations de vraisemblance.

7. Montrer l’existence d’une suite (q̃
n

)
n

qui converge en probabilités vers q0 et qui, Pq0-p.s.,
pour n assez grand, est une racine des eqs. de vraisemblance.

8. (Question subsidiaire !) un algorithme de recherche de racines ?

Exercice 5. Soit g : R! R une fonction continue et bornée. Montrer que

e�nl
•

Â
k=0

g

✓
k

n

◆
(nl )k

k!
!

n!• g(l ) .
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