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1 Exercices
Exercice 1. Soit {Xk, k 2 N} un échantillon de loi G(2,q) :

x 7! p(q ,x) = q 2xe�qx
R+

(x) , q 2 Q := R⇤
+.

On rappelle que l’espérance d’une loi G(a,b) est a/b et que sa variance est a/b2. Enfin, si X ⇠
G(a,b), Y ⇠ G(a0,b) et X ,Y sont indépendantes, alors X +Y ⇠ G(a+a0,b)

1. Calculer l’estimateur du maximum de vraisemblance.
2. Calculer le biais et le risque quadratique de l’estimateur du maximum de vraisemblance.
3. Déterminer la loi limite de l’estimateur du maximum de vraisemblance.

Exercice 2. Une variable aléatoire X à valeurs dans R⇤
+ suit une loi log-normale de paramètre

(µ,s2) 2 R⇥R⇤
+ si la variable Y = log(X) est normale de moyenne µ et variance s2. Cette

distribution est très couramment utilisée pour modéliser le prix des actifs financiers. Soit {Xk, k 2
N} une suite de variables aléatoires indépendantes de loi log-normale de paramètre (q ,q)2 Q =
R+
⇤ .
1. Déterminer l’estimateur du maximum de vraisemblance.
2. Déterminer la loi limite de l’estimateur du maximum de vraisemblance.
3. Construire un intervalle de confiance de probabilité de couverture asymptotique 1�a pour

a 2 ]0,1[.

Exercice 3. Soit {Xn, n 2 N} un échantillon de densité

x 7! f (x�q), x 2 R,q 2 Q := R,

où f est une densité continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur R telle que f (x) = f (�x)
pour tout x 2 R. Nous allons étudier les Z-estimateurs associés à

y(q ,x) = g(x�q)

où
H1 g : R! R est une fonction impaire, croissante (au sens large) et telle que

lim
�•

g < 0, lim
+•

g > 0, sup
q2R

Z

R
|g(x�q)| f (x)lLeb(dx)<+•. (1)

On définit, pour tout q 2 Q

yn(q) :=
1
n

n

Â
k=1

y(Xk,q) =
1
n

n

Â
k=1

g(Xk �q).

La figure 1 montre cette fonction pour différentes valeurs de n, dans le cas où g est égale à
g0 = signe(x) (gauche), g•(x) = x (centre) et g1(x) = signe(x)(|x|^1) (droite), et f est la loi
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N (0,1) ; de plus, {Xk,k � 1} sont i.i.d. de loi N (q0,1) avec q0 = 2. En trait épais, on trace
aussi la fonction

q 7! Yq0(q) := Eq0 [g(X1 �q)]

=
Z

g(x�q) f (x�q0)lLeb(dx) =
Z

g(x+q0 �q) f (x)lLeb(dx)

Noter que la condition (1) justifie l’existence de Yq0 pour tout q .
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FIGURE 1 – (gauche) cas g0, (centre) cas g•, (droite) cas gk avec k = 1. Pour chacun des cas, on
trace q 7!yn(q) pour n= 2,10,100 et on trace q 7!Yq0(q) en trait épais. On a pris f ⌘N (0,1)
et q0 = 2.

1. Montrer qu’il existe q̂n tel que

yn � 0 sur
⇤
�•, q̂n

⇥
et yn  0 sur

⇤
q̂n,+•

⇥

2. Montrer que si g est continue, il existe q̂n tel que yn(q̂n) = 0.
3. Montrer que si g est strictement croissante et continue, alors q̂n est unique.
4. Etudier les cas où g est une des fonctions suivantes :

g0(x) = signe(x), g•(x) = x, gk(x) =

(
x |x| k
k signe(x) |x|> k

(2)

Dans la suite, on suppose que
H2 g est continue et strictement croissante.

5. Montrer que pour tout q0 2 R, l’unique solution de ”q : Yq0(q) = 0” est q0.

6. Montrer que pour tout e > 0, si q̂n < q0 � e , alors yn(q0 � e)< 0. En déduire que

lim
n!•

Pq0(q̂n < q0 � e) = 0 .
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7. Montrer que la suite d’estimateurs {q̂n, n 2 N} est consistante.
8. On suppose de plus

H3 que g est dérivable C1 et

Z
g2(x) f (x)lLeb(dx)< •,

Z
g 0(x) f (x)lLeb(dx)> 0, (3)

8d > 0,
Z

sup
|y�x|d

|g 0(y)| f (x)lLeb(dx)< •. (4)

Montrer que la suite d’estimateurs {q̂n, n2N} est asymptotiquement normale et déterminer
sa distribution asymptotique. Dans la suite, on notera V [g] la variance limite.

Pour établir la consistance de la suite d’estimateurs, on peut remplacer le jeu de conditions H2
par ”g est croissante et f est strictement positive sur R”. Pour la normalité asymptotique, on peut
juste supposer que g est ”continue, C1 par morceaux, et vérifie (3)-(4)”. On compare l’efficacité
relative des estimateurs {q̂n, n 2N} obtenus avec g = g• d’une part, et g = gk pour k > 0 d’autre
part (voir Eq. 2).

9. On considère tout d’abord le cas où f est une loi N (0,s2). Comparer (numériquement)
l’efficacité relative en fonction de k (il faut s’aider bien entendu d’un ordinateur : sur la
figure 2(gauche), on représente la variance asymptotique V [gk] en fonction de k - on a pris
s2 = 1).

10. Déterminer la variance asymptotique dans le cas où

f (x) = (1� e)f(x)+ et�1f(t�1x)

où f est la densité d’une gaussienne centrée réduite (observer que dans ce cas, t�1f(t�1x)
est une gaussience centrée de variance t2). Sur la figure 2(droite), on représente la variance
asymptotique V [gk] en fonction de k - on a pris e = 0.01 et t = 10.
Ce type de modèles est utilisé en statistiques robustes pour modéliser la présence de
données aberrantes : e est la probabilité de contamination, qui est en général très petite
et t est la variance l’écart-type des données ”contaminées” que l’on prend très grande.
Commenter l’intérêt de prendre la fonction gk, (k < •) plutôt que g•.

Exercice 4. La loi de Pareto est couramment utilisée pour modéliser des variables à queues
lourdes. Cette loi a pour densité

x 7! pq (x) = hahx�(h+1)
{[a,+•[}(x) , q := (a,h) 2 R+

⇤ ⇥R+
⇤ ,

par rapport à la mesure de Lebesgue. Soit {Xk, k2N} une suite de variables aléatoires indépendantes
distribuées suivant la loi de densité {pq ,q 2 Q}. On peut vérifier que le modèle est régulier.

On suppose a connu.
1. Déterminer l’estimateur ĥn du maximum de vraisemblance de h .
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FIGURE 2 – Panneau de gauche : pas de contamination (cas s2 = 1) ; Panneau de droite : e = 0.01
et t = 10

2. Montrer que la suite d’estimateurs {ĥn,n 2 N} est (fortement) consistante.
3. Montrer que la suite d’estimateurs {ĥn,n 2 N} est asymptotiquement normale.
4. Construire un intervalle de confiance de probabilité de couverture asymptotique 1�r pour

le paramètre h .
On suppose maintenant que a est aussi un paramètre inconnu.

5. Déterminer l’estimateur du maximum de vraisemblance de (a,h).
6. Montrer que, pour tout a , h , nous avons

Pq (ân > y) =
✓

a
y

◆nh
, 8y � a,

où ân désigne l’estimateur du maximum de vraisemblance de a . Déterminer la moyenne
et la variance de ân (on prendra n suffisamment grand).

7. Montrer que ân est un estimateur consistant de a .
8. Déterminer la loi de nh ln(ân/a). En déduire une fonction pivotale asymptotique pour ân.

Construire un intervalle de confiance de probabilité de couverture asymptotique (1�b ) du
paramètre a .

Exercice 5. Soit {Xk, k 2 N} un échantillon {N(q ,1) : q 2 Q = R+}.
1. Déterminer l’estimateur du maximum de vraisemblance q̂ MV

n basé sur (X1, . . . ,Xn).
2. Montrer que pour tout q > 0,

p
n(q̂ MV

n �q) Pq=) N(0,1).

3. Déterminer la loi limite lorsque q = 0.
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